


A 容 简介 


本 书 是 美国 应 用 数学 权威 W.F， 卢 卡 斯 教授 主编 的 四 卷 本 应 用 数学 从 
书 的 第 四 卷 。 本 卷 运 用 微 积分 ,微分 方程 ,组合 数学 、 概 率 论 和 线性 规划 等 基 
本 的 数学 工具 分 析 生 命 科 学 中 的 一 系列 问题 ,包括 人 日 数学 .人 口 及 生物 的 
增长 ,流行 病 的 传播 与 控制 .香烟 过 滤 、 遗 传 与 变异 以 及 人 和 动物 在 能 量 利用 
方面 的 效率 等 ;内 容 丰 富 ,选材 广泛 ,深入 浅 出 ,分 析 透 和 ,启发 性 与 实用 性 兼 
备 ;行文 活泼 该 谐 ,可 该 性 极 强 。 全 书 分 三 部 分 ,读者 可 选读 其 中 读 任 一 部 分 
而 不 会 影响 对 内 容 的 理解 。 

本 书 除 可 作为 高 等 院 校 理工 科学 生 的 数学 模型 教程 外 ,还 是 广大 工程 技 
术 人 员 .管理 人 员 与 数学 爱好 者 不 可 多 得 的 读物 。 
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译 者 F 


近 半 个 世纪 以 来 ,数学 的 形象 有 了 很 大 的 变化 ,数学 已 不 再 音 
纯 是 数学 家 和 少数 物理 学 家 、 天 文学 家 、 力 学 家 等 人 手中 的 神秘 起 
器 , 它 越 来 越 深 入 地 应 用 到 各 行 各 业 之 中 了 ,几乎 在 人 类 社会 生活 
的 每 个 角落 它 都 在 展示 无 穷 威力 ;这 一 点 尤其 表现 在 生物 、 政 治 、 
经 济 、 军 事 等 数学 应 用 的 非 传统 领域 。 

与 这 种 发 展 相 比 , 目 前 我 国 高 等 教育 中 如 何 运用 数学 工具 解 
决 实际 同 题 就 显得 过 于 薄弱 ,同时 也 缺乏 合适 的 教材 ,以 至 不 少数 
学 工作 者 缺乏 从 实际 问题 中 提炼 数学 模型 的 能 力 。 同 时 各 行 各 业 
中 的 不 少 实际 工作 者 也 缺乏 运用 数学 工具 以 建立 模型 处 理 问题 的 
能 力 。 这 与 我 国 社会 .政治 ,经 济 发 展 的 要 求 极 不 相 适 应 。 

卢 卡 斯 教授 主编 的 这 一 套 应 用 数学 模型 丛书 从 各 种 实际 问题 
出 发 ,提炼 一 系列 数学 模型 ,并 给 出 了 求解 方法 .从 应 用 范围 看 , 包 
括 自然 科学 .工程 技术 、 医 学 ,生物 生态, 环境、 政治. 经济、 军事 、 
文化 ,体育 .交通 等 人 类 社会 生活 的 许多 领域 ;从 方法 论 看 ,其 启 必 
性 很 强 ;从 数学 内 容 看 ,要 求 适中 ,具有 普通 理工 科大 学 数学 基础 
的 学 生 和 实际 工作 者 都 能 看 仅 。 | 

RREH El RE A IE A A 
养 和 名 专业 大 学 生 建 立 数学 模型 的 能 力 , 有 利于 促进 数学 工作 者 与 
实际 工作 者 的 相互 理解 与 沟通 ,有 利于 推动 数学 在 我 国 现代 化 建 
设 各 个 领域 中 的 应 用 。 

我 们 十 分 感谢 卢 卡 斯 教授 为 翻译 出 版 这 套 从 书 提供 的 方便 和 
帮助 ,并 为 中 文 版 作 序 。 刘 德 馈 教授 负责 与 卢 卡 斯 教授 的 联系 。 沙 
基 昌 教授 主持 全 套 从 书 的 翻译 工作 ,并 负责 对 译文 进行 审 校 。 

第 一 卷 第 一 至 第 十 四 章 由 周 宇 虹 翻译 ,第 十 五 至 第 二 十 三 章 
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由 朱 爆 民 翻 译 。 
第 二 卷 第 一 至 第 八 章 由 王国 秋 翻 译 , 第 九 至 第 十 四 章 由 刘 德 
铭 翻 译 。 
第 三 卷 第 一 与 第 二 章 由 余 滨 翻译 ,第 三 与 第 四 章 由 沙 基 昌 翻 
译 ,第 五 与 第 六 章 由 何 圳 平 翻译 ,第 七 与 第 八 章 由 兰 实 华 翻 译 ,第 
九 .第 十 一 与 第 十 二 章 由 成 礼 智 翻译 ， 第 十 .第 十 三 与 第 十 四 章 由 
王 炎 生 翻译 。 
第 四 卷 第 一 至 第 三 章 由 翟 晓 菩 翻译, 第 四 与 第 五 章 由 许 车 
翻译 ,第 六 至 第 十 三 章 由 黄 振 高 翻译 。 o 
对 于 其 他 为 本 书 出 版 作 过 有 益 工 作 的 许多 人 士 无 法 在 此 一 一 
列举 。 谨 向 为 本 书 翻译 出 版 付出 辛勤 劳动 的 各 位 人 士 致 以 诚挚 的 
感谢 ! 
鉴于 译 校 者 水 平 所 限 ,译文 中 错误 不 妥 之 处 在 所 难免 , 敬 请 各 
位 读者 指正 。 
yk S 
1988 年 5 月 1 日 
于 长 沙 





h x R F 


编辑 这 套 四 卷 本 丛书 的 目的 是 为 了 提供 一 大 批 令 人 信服 的 例 
子 来 说 明 解 决 当今 世界 各 种 实际 问题 时 数学 的 巨大 威力 ,同时 也 
是 为 了 纠正 数学 教学 中 普遍 存在 的 两 种 极端 倾向 。 

第 一 ,我 们 已 习惯 于 将 数学 作为 古 已 有 之 的 经 典 教条 来 教学 ， 
而 不 是 像 物 理学 或 生物 学 那样 作为 活生生 的 发 展 着 的 学 科 。 学 生 
们 倾向 于 将 数学 视 为 历史 悠久 而 值得 尊重 的 学 科 , 必须 用 练习 和 
机 械 的 方式 来 学 习 , 并 且 数 学 也 确实 是 理解 许多 其 它 现代 科学 的 
重要 预备 知识 。 普 遍 推迟 体会 学 习 数 学 对 于 个 人 和 社会 的 价值 是 
完全 不 必要 的 。 

第 二 个 极端 是 近 几 十 年 来 对 纯粹 数学 的 过 分 强调 ,而 在 数学 
教学 中 坚持 理论 与 应 用 相 结合 将 会 更 怡 当 些 。 我 们 常 以 过 分 简单 
的 “二 元 论 ? 方 式 看 待 事物 ,把 数学 或 者 数学 家 分 为 纯粹 的 和 应 用 
的 ,连续 的 和 离散 的 ,或 者 研究 人 员 和 教师 。 有 些 人 观察 事物 忽略 
了 在 这 些 极端 之 间 的 中 间 情 况 。 伟大 的 英国 分 析 学 家 G. H. Hardy 
在 《一 个 数学 家 的 自白 》(4 Mathematician’s Apology, Combridge 
University Press,1940) 中 认为 ,纯粹 数学 是 更 为 自我 满足 和 依靠 
内 在 动力 的 学 科 。 

相反 地 ,美国 著名 的 拓扑 学 家 Raymond L. Wilder 在 (数学 概 
念 的 演变 》(C Evolution of mathematical Concepts, Halstead Press, 
John Wiley and Sons,1968) 中 论述 了 数学 的 发 展 与 同时 期 大 社会 
之 间 的 许多 密切 的 内 在 联系 ,事实 上 ,许多 数学 内 容 都 是 因 社 会 需 
要 而 产生 的 ,同时 ,如 果 没 有 数学 ,现代 技术 直 界 中 的 绝 大 部 分 也 
是 不 可 能 存在 的 。 但 是 60 年 代 , 包 括 美国 在 内 的 西方 世界 却 是 纯 
粹 数学 的 观点 支配 了 数学 教育 。 有 意义 的 纯粹 学 科 , 如 人 逻辑 ,近世 
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代数 等 都 有 了 超越 过 去 世纪 的 巨大 发 展 ,并 且 完 全 变 成 了 这 个 时 
期 的 “新 数学 ”。 而 其 它 二 十 来 种 有 意义 的 、 重 要 的 .但 不 太 抽 象 的 
数学 分 支 则 被 忽略 了 。 

70 年 代 美国 产生 了 一 个 相反 的 运动 。 曾 经 有 一 个 在 大 学 水 平 
的 课程 中 安排 讲授 较为 现代 的 课题 以 及 当代 应 用 的 计划 。 许 多 人 
都 感到 用 较为 平衡 的 观点 来 看 待 纯粹 数学 与 应 用 数学 .古典 数学 
和 现代 的 数学 更 好 些 。 这 既 不 需要 在 美妙 与 有 用 之 间 , 也 不 需要 在 
老 与 新 之 间 发 生 任何 冲突 。 这 四 卷 书 就 是 这 种 尝试 的 一 个 结果 .。 它 
们 是 来 自 美国 数学 协会 指导 下 的 两 个 计划 的 成 果 , 并 且 得 到 美国 
国家 科学 基金 的 资助 .具有 类 似 目标 的 其 他 计划 和 书籍 亦 已 问世 ， 
而 且 有 几 所 大 学 已 经 着 手 引 进 关于 “数学 模型 "的 独立 的 新 课程 ， 
以 便 强 调 这 一 数学 中 的 重要 组 成 部 分 ,不 少 人 会 认为 关于 建 模 ( 或 
关于 数学 的 历史 与 文化 ) 的 单独 的 课程 并 非 最 适当 ,如 果 能 在 整个 
课程 安排 中 使 数学 的 所 有 这 些 风采 各 异 的 不 同方 面 成 为 一 个 整体 
将 是 最 理想 的 ,无 论 如 何 ,插入 这 样 的 新 的 建 模 课程 对 于 在 整个 课 
程 中 恢复 纯粹 数学 与 应 用 数学 之 间 的 平衡 是 必要 的 (也 许 仅仅 是 
暂时 的 ) 措 施 。 

本 套 丛 书 中 选用 的 63 篇 文章 的 作者 们 高 兴 地 听 到 了 他 们 的 
著作 即将 在 中 国 出 版 。 我 们 衷心 希望 读 到 这 本 书 的 学 生 和 教师 会 
发 现 它 们 既 有 趣 又 有 用 。 


W.F. P FA 
1987 10 A18 





原 OF 


这 套 四 卷 本 丛书 的 编写 目的 是 为 大 学 师 生 提供 一 批 能 用 于 本 
科教 学 的 ,关于 数学 实际 应 用 的 重要 例子 。 我 们 希望 通过 这 些 例 
F ,能 够 说 明 现 代数 学 是 如 何 被 实际 应 用 于 解决 当代 有 关 问 题 的 ， 
虽然 这 些 章节 是 为 公共 数学 教师 而 写 的 ,但 是 ,它们 对 于 许多 应 用 
领域 的 学 生 .教师 和 科学 工作 者 也 将 是 有 益 的 。 每 章 都 提供 了 所 需 
的 预备 知识 以 及 对 教师 的 提示 。 许 多 章节 在 不 同 的 班级 实验 过 ,所 
有 章节 亦 都 经 过 广泛 的 审查 和 修改 .多 数 章 节 还 有 例题 和 练习 。 有 
些 单元 可 在 1 个 学 时 内 完成 ,而 另 一 些 单元 则 需要 几 周 才能 讲 完 。 

第 一 卷 的 23 章 与 微分 方程 有 关 ,而 其 中 最 后 四 章 涉 及 偏 微分 
方程 。 其 应 用 问题 来 自 医学 .生物 .交通 系统 和 其 它 一 些 领域 。 第 
二 卷 的 14 章 主要 研究 政治 科学 中 的 问题 ,同时 也 涉及 到 社会 学 与 
生态 学 方面 的 问题 .包括 选举 系统 、. 带 权 选 举 . 比 例 代 表 制 .联盟 值 
和 委员 会 问题 等 .第 三 卷 14 章 的 重点 是 离散 数学 模型 ,例如 图 论 、 
组 合 论 和 网 络 理论 中 的 问题 。 这 些 技术 可 用 于 研究 经 济 . 交 通 理 
论 . 运 筹 学 ,决策 理论 以 及 其 它 领域 .第 四 卷 的 12 章 讨 论 生命 科学 
中 的 数学 模型 其 中 包括 群体 增长 和 行为 .生物 医学 (流行 病 学 、. 遗 
传 学 与 生物 工程 ) 以 及 生态 学 等 方面 的 问题 。 

这 套 从 书 是 美国 数学 协会 (MAA) 两 个 教育 计划 实施 的 结果 ， 
它们 还 部 分 地 受到 国家 科学 基金 (NSF) 的 资助 。 这 两 个 计划 的 目 
的 是 编写 本 科教 育 的 教材 。 第 一 个 计划 由 MAA 的 本 科 数 学 大 纲 
委员 会 (CCUPM) 负 责 , 对 本 科 高 年 级 学 生 应 用 数学 教学 所 需 的 素 
材 和 事例 进行 研究 。 它 得 到 NSF Á 1972 年 9 月 1 日 到 1977 年 5 
月 31 日 的 资助 CSED72 一 07370). 这 个 计划 在 Donal Bushaw 的 指 


， 导 下 完成 了 。 在 此 期 间 ,Bushaw M W.F. 卢 卡 斯 担任 CUPM 的 主 
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ff ,而 George Pedtrick 是 CUPM 的 执行 负责 人 。 该 计划 的 成 果 是 
1976 年 末 发 表 的 由 Maynard Thompson 编辑 的 报告 , 题 为 “应 用 
数学 中 的 事例 研究 ”, 其 中 包括 11 位 作者 编写 的 9 章 以 及 绪论 与 
该 材料 课堂 试用 的 报告 。 

第 两 个 计划 由 MAA 的 学 会 和 专题 研究 委员 会 (CIW ) 发 起 ， 
这 就 是 1967 年 康 奈 尔 (Corne 山 大 学 举行 的 为 期 四 局 的 夏季 “应 用 
数学 模型 "专题 研究 ,1975 年 5 月 1 日 至 1978 年 9 月 30 日 它 得 到 
NSF 的 SED75—00713 资助 以 及 SED77 一 -07482 的 一 小 部 分 补充 
资助 ,在 专题 研究 小 组 工作 期 间 ,W.F. 卢 卡 斯 担任 CIW 的 主席 和 
这 个 计划 的 负责 人 .这 项 活动 的 成 果 是 产生 了 由 37 位 作者 编写 的 
60 个 用 于 教学 的 模型 。 

这 套 从 书 共 有 63 章 , 其 中 包括 “应 用 数学 中 的 事例 研究 ”的 
11 章 中 的 9 章 和 应 用 数学 模型 专题 研究 小 组 60 个 模型 中 的 52 
个 一 一 这 些 都 已 作 了 必要 的 修订 ,以 及 后 添 的 二 章 ( 第 二 卷 第 七 章 
和 第 十 四 章 )。Steven Brams 所 写 的 与 1976 年 MAA 的 专题 研究 
小 组 有 关 的 第 二 卷 第 三 章 的 最 初版 本 标题 为 “一 个 人 , n 张 选票 ”， 
而 这 里 提供 的 扩充 了 的 版 本 与 美国 政治 科学 协会 (APSA) 的 教材 
革新 计划 有 关 ,该 计划 由 Sheilah K. Mann 负责 ,部 分 地 由 NSF 的 
SED77—18486 资助 。 该 单元 标题 为 “比较 选举 制 ”, 原 来 是 作为 单 
行 本 发 表 的 , 供 教师 和 学 生 在 课堂 上 试用 。 这 一 章 的 版 权 属 于 
APSA ,1978, 此 处 是 经 允许 后 采用 的 。 

由 Edwin Beckenbach, Leonard Gillman, W. F. 卢 卡 斯 ,David 
Roselle 和 Alfred Willcox 组 成 的 MAA 的 一 个 专门 委员 会 负责 管 
理 出 版 工作 以 及 某 些 需要 得 到 NSF 批准 的 以 这 种 形式 出 版 的 更 
广泛 的 尝试 。 必 须 提 到 Willcox 博士 自始至终 所 作 的 重要 贡献 。 
George Springer 也 作 了 关键 性 的 努力 。 然 而 必须 强调 指出 ,本 书 中 
任何 意见 和 建议 都 属于 各 位 作者 本 人 ,而 与 NSA 、MAA .编者 或 
者 这 个 计划 的 任何 参与 者 的 观点 没有 必然 联系 。 





3 


许多 人 以 各 种 方式 为 这 四 卷 书 的 出 版 作出 了 他 们 的 努力 ,在 
此 无 法 一 一 提 及 。 然 而 ,除了 作者 ,编者 以 及 上 面 提 到 的 名 字 以 外 ， 
还 有 两 个 人 为 这 几 卷 书 的 出 版 作出 了 特殊 贡献 ,应 该 得 到 真正 的 
荣誉 。Katherine B. Magann 在 CUPM 办 公 室 关闭 前 几 年 一 直 在 
CUPM 工作 ,完成 了 报告 一 一 “应 用 数学 中 的 事例 研究 ”。Carolyn 
D. Lucas 协助 管理 1976 年 MAA 的 专题 研究 小 组 ,负责 60 个 模 
型 的 完成 以 及 担任 这 四 卷 书 的 责任 编辑 .没有 她 坚持 不 懈 的 努力 ， 
或 许 就 不 能 有 这 一 庞大 计划 的 最 后 完成 。 


W.F. PE 
1982 年 7 月 





第 四 卷 的 序 


在 生命 科学 中 ,大 多 数 正在 进行 的 有 关 建 立 和 扩大 数学 模型 
的 工作 涉及 到 了 人 口 学 .流行 病 学 .遗传 学 .生态 学 药物 动力 学 和 
生理 学 的 领域 .而 在 这 些 领域 中 ,每 一 个 领域 又 分 成 了 几 个 主要 的 
分 支 ,因而 要 全 面 地 介绍 这 方面 的 工作 需要 很 多 的 篇 幅 。 在 这 一 卷 
中 ,我 们 只 能 选择 介绍 其 中 一 些 较为 重要 和 较为 完善 的 内 容 。 另 
外 ,在 这 一 卷 中 ,我 们 还 要 介绍 许多 数学 的 知识 和 方法 。 

本 卷 第 一 部 分 介绍 人 口 问题 中 的 数学 模型 。 人 口 模型 不 仅 是 
生物 科学 中 的 一 个 重要 内 容 , 而 且 对 我 们 理解 保险 统计 学 ,经济 
学 、 政 治学 和 社会 学 中 的 问题 也 是 非常 有 帮助 的 。 习 惯 上 ,我 们 可 
以 根据 所 描述 的 生命 系统 的 特征 将 模型 分 为 单 物种 的 和 多 物种 
的 ;我 们 也 可 以 根据 模型 的 数学 特征 将 其 划分 为 确定 性 的 和 随机 
性 的 ,或 是 离散 的 和 连续 的 ,也 可 以 是 解析 的 和 模拟 的 等 等 。 本 卷 
前 三 章 介 绍 随时 间 变 化 的 单个 种 群 的 数量 问题 。 首 先 ， 
Hoppensteadt 研究 了 人 口 问 题 中 的 离散 模型 和 连续 模型 , 继 之 ,在 
第 2 章 中 ,Fennel 进一步 详细 地 讨论 了 第 1 章 中 提出 的 一 个 离散 
模型 。 在 第 3 章 中 ,Marcus 一 Roberts 探讨 了 有 关 种 群 的 两 类 重要 
模型 ,确定 性 模型 和 随机 模型 之 间 的 一 些 关系 。 在 第 一 部 分 的 第 4 
章 中 ,Van der Vaart 系统 地 介绍 了 多 物种 模型 ,特别 介绍 了 这 些 
模型 在 生态 系统 分 析 中 的 应 用 。 前 四 章 的 每 一 章 描述 的 均 是 种 群 
随时 间 变 化 的 情况 ,而 Solomon 所 写 的 第 12 章 则 是 有 关 种 群 模 型 
的 另 一 个 例子 ,在 这 个 模型 中 ,他 是 根据 空间 分 布 而 不 是 根据 时 间 
分 布 来 考虑 问题 的 。 

本 卷 第 二 部 分 用 五 章 的 篇 幅 讨 论 了 生物 医学 中 的 数学 模型 。 
在 数学 生物 医学 中 ,除了 个 别 的 情况 之 外 ,较为 现代 的 课题 涉及 了 
流行 病 的 传播 .遗传 学 .生物 工程 和 生理 学 这 样 一 些 领域 .从 20 世 
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纪 20 年 代 开 始 ,Kermack 和 Mckendrick 就 研究 了 传染 性 疾病 的 
扩散 问题 ,更 近期 的 是 N.T.J. Bailey 在 1957 年 出 版 的 著作 “流行 
病 学 中 的 数学 理论 ”(The Mathematical Theory of 
Epidemics)(1976 年 修改 为 “传染 病 的 数学 理论 及 其 应 用 ”(The 
Mathematical Theory of Infectious Diseases and Its Applications ) 
可 以 作为 了 解 这 一 领域 工作 的 一 本 入 门 书 。 症 原虫 是 一 种 重要 的 
热带 疾病 的 病源 体 , 在 第 5 章 中 ,Marcus 一 Roberts 和 Roberts 提 
出 了 几 个 有 关 定 原虫 的 虫口 动力 学 模型 。 血 吸虫 也 是 一 种 热带 疾 
病 , 在 第 6 章 中 ,Ludwig 和 Haytock 以 这 一 主题 对 MacDonald 的 
工作 进行 了 评述 ， 血 吸虫 和 其 它 种 类 的 蠕虫 对 许多 热带 生物 种 群 
来 说 是 一 种 严重 的 危害 ,因而 世界 卫生 组 织 正 致 力 于 研究 其 传染 
的 问题 。 在 关于 传染 病 问题 的 最 后 一 章 中 ,Braun 讨论 了 淋病 在 甚 
长 的 一 段 周期 内 扩散 的 问题 。 

用 数学 工具 对 遗传 学 问题 进行 研究 可 以 追溯 到 Gregor 
Mendel 的 开创 性 工作 。 在 遗传 学 问题 的 研究 中 ,数学 工具 的 应 用 
使 得 我 们 对 于 个 体 和 种 群 的 遗传 结构 问题 都 有 了 更 深 的 了 解 。 事 
实 上 ,遗传 学 中 数学 思想 的 运用 所 带 来 的 理论 和 实践 两 方面 的 进 
展 一 直 激 发 着 人 们 在 生命 科学 中 寻找 其 它 使 用 数学 思想 的 途径 。- 
在 这 里 ,我 们 提出 了 一 个 在 遗传 学 问题 研究 中 应 用 数学 工具 的 例 
子 , 即 有 关 遗 传 性 变异 的 问题 ,这 个 问题 的 研究 正 是 Marcus 一 
Roberts 所 写 的 第 8 章 的 内 容 。 

工程 数学 对 数学 生物 医学 中 的 许多 问题 都 已 发 生 了 影响 ， 
Drew 在 第 9 章 中 介绍 了 一 个 生物 工程 模型 的 例子 .这 一 章 重点 讨 
论 了 吸烟 这 个 重要 医学 问题 中 的 某 一 方面 的 内 容 , 也 就 是 有 关 香 
烟 滤 嘴 作 用 的 问题 。 

这 一 卷 的 第 三 部 分 中 的 三 章 内 容 讨 论 了 生物 种 群 的 行为 模 
型 、 前 两 章 考虑 了 获取 食物 所 耗费 的 能 量 的 问题 。 在 第 10 章 中 ， 
Roberts 研究 了 人 类 获取 食物 的 问题 ,从 而 说 明了 在 生物 的 环境 中 
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最 优化 问题 是 怎样 产生 的 。 在 这 里 ,他 采用 了 线性 规划 的 方法 ,这 
种 方法 在 本 卷 的 其 它 地 方 还 没有 使 用 过 (其 它 地 方 使 用 的 数学 方 
EA BRA MORE ASS RS). RUTH 10 章 , 在 第 11 
章 中 ,Roberts 和 Marcus— Roberts 用 微 积 分 、 模 拟 和 概率 的 方法 
研究 了 动物 种 群 获 取 食 物 的 问题 ,讨论 了 一 只 精力 充沛 ,有 能 力 的 
捕食 动物 的 最 优 搜寻 策略 。 在 最 后 一 章 中 ,Solomon OFF FH EM 
蝶 卵 的 空间 分 布 问 题 ,这 个 问题 与 前 一 章 所 研究 的 食物 供给 空间 
分 布 问题 是 有 联系 的 ,这 两 章 都 是 用 概率 论 的 方法 来 研究 空间 分 
布 的 问题 。 在 最 后 一 章 中 ,Solomon 还 说 明了 这 样 一 个 重要 的 事 
实 : 一 个 能 对 问题 作出 好 的 预测 的 模型 ,并 不 一 定 是 描述 实际 生物 
结构 的 模型 。 

这 一 卷 所 介绍 的 生物 模型 是 把 数学 用 于 生命 科学 的 一 些 例 
子 , 其 内 容 是 广泛 的 ,但 却 是 不 完全 的 ,很 明显 ,本 卷 没 有 包括 数学 
模型 和 计算 机 模拟 在 循环 、 消 化 和 呼吸 这 些 生 理 过 程 中 应 用 的 内 
容 , 也 没有 包括 用 数学 模型 和 计算 机 模拟 研究 心脏 病 、 癌 症 和 神经 
错乱 的 内 容 。 然 而 本 卷 所 介绍 的 数学 方法 在 研究 传染 病 的 解析 模 
型 中 一 直 是 一 种 有 效 的 变通 办 法 。 

在 这 一 卷 的 某 些 例子 的 研究 中 ,如 遗传 学 问题 的 研究 ,应 用 数 
学 方法 使 我 们 对 问题 有 了 更 透彻 的 理解 。 在 另 一 些 例子 中 ,如 人 口 
统计 学 中 的 问题 ,以 数学 模型 为 基础 的 预测 一 直 是 研究 社会 问题 
和 经 济 问 题 的 一 种 主要 方法 。 在 生命 科学 中 ,虽然 不 是 所 有 的 数学 
模型 都 像 那些 应 用 于 遗传 学 ,人 口 统计 学 领域 的 模型 那样 有 效 ,但 
是 我 们 可 以 期 望 , 随 着 数学 工具 的 发 展 和 计算 能 力 的 提高 ,以 及 对 
生物 过 程 的 不 断 了 解 , 数 学 模型 将 会 在 其 它 领 域 的 研究 工作 中 发 
挥 同 样 巨大 的 作用 ， 

Helen Marcus—Roberts 
Maynard Thompson 
1982 £ 6 A 
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第 1 章 


人 口 数学 


Frank C. Hoppensteadt * 


Hilt 


1. 引 


对 于 许多 决策 者 来 说 ,对 各 种 生物 种 群 的 数量 和 年 龄 构成 进 
行 估 测 是 非常 重要 的 。 例 如 在 对 象 鱼 和 水 鸟 这 样 一 些 可 再 生 的 自 
然 资源 进行 规划 利用 时 ,在 对 人 类 各 种 族 制定 普及 教育 政策 和 经 
济 政策 时 都 需要 这 样 的 资料 。 虽 然 本 章 所 介绍 的 概念 和 方法 很 显 
然 与 所 有 的 生物 种 群 都 有 关 , 但 是 对 于 下 面 将 要 讨论 的 一 个 具体 
例子 ,我 们 只 使 用 人 口 增长 的 专用 名 词 。 

用 数学 来 描述 人 口 增长 的 设想 至 少 可 以 追溯 到 18 世纪。 人们 
最 熟悉 的 基本 模型 之 一 就 是 那 时 由 英国 经 济 学 家 和 人 口 统计 学 家 
T. R. Malthus(1766 一 1834) 提 出 的 。 Malthus 模型 是 根据 以 下 假设 
建立 的 , 即 人 口 增长 的 瞬时 速度 与 人 口 的 数量 成 正比 。 在 此 ,我 们 


* Department of Mathematics. University of Utah ,Salt Lake City, UT84112. 
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可 以 假设 未 来 人 口 的 数量 是 可 测 的 、 连 续 变 化 的 量 ( 生 物 量 或 类 似 
的 量 ), 因此 用 微分 方程 对 其 进行 描述 就 没有 什么 原则 上 的 困难 
T. 由 Malthus 模型 可 以 推导 出 人 口 数量 无 限 增长 的 预测 结果 ,这 
就 使 得 人 们 用 怀疑 的 目光 来 看 待 Malthus 的 基本 假设 。 为 了 消除 
所 引起 的 异议 ,人 们 已 提出 了 各 种 改进 的 Malthus 模型 。 例 如 ,19 
世纪 比利时 的 社会 学 家 了 P. F. Verhulst 所 提出 的 改进 模型 ,该 模型 
后 来 又 再 次 被 其 他 人 所 证 实 并 用 于 预测 。 由 这 个 模型 可 以 得 到 以 
下 结论 :人 口 数 量 随时 间 的 递增 而 逐渐 趋 近 于 某 一 常数 。 虽 然 由 
Verhulst 模型 和 许多 更 近期 的 模型 可 以 推导 出 具有 重要 数学 意义 
的 微分 延 滞 方程 和 泛 函 微分 方程 ,但 是 这 些 模 型 都 没有 直接 考虑 
人 口 发 展 过 程 中 年 龄 结构 的 影响 ,而 这 却 是 我 们 在 本 章 中 关心 的 
主要 内 容 。 | 

下 面 我 们 将 要 对 几 个 问题 进行 决 择 。 首 先 ,我 们 要 决定 把 所 考 
虑 的 情况 看 作 是 确定 的 还 是 随机 的 ?显然 ,在 模拟 生物 社会 环境 的 
情况 中 存在 着 随机 的 因素 。 然 而 如 果 我 们 关心 的 只 是 那些 生物 数 
量 众多 的 种 群 ,那么 我 们 就 可 以 用 确定 性 的 模型 来 进行 描述 ,并 将 
其 计算 结果 作为 初步 的 近似 结果 。 况 且 在 此 进行 确定 性 模型 的 分 
析 所 要 求 的 数学 方法 比 对 类 似 普 通 的 随机 模型 的 分 析 所 需要 的 数 
学 方法 要 更 简单 一 些 。 研 究 者 在 进行 研究 时 是 采用 确定 性 模型 还 
是 采用 随机 模型 最 终 是 要 进行 决 择 的 ,在 此 我 们 选择 了 前 者 。 

其 次 ,要 决定 在 我 们 的 研究 中 是 否 要 考虑 空间 和 时 间 的 因素 。 
由 于 许多 原因 , 如 缺乏 有 关 人 口 在 空间 中 分 布 的 充分 数据 ,我 们 的 
注意 力 将 偏向 于 研究 人 口 数 量 和 年 龄 结构 随时 间 的 变化 情况 。 

最 后 ,我 们 要 决定 的 是 把 时 间 当 作 连 续 变 量 来 处 理 还 是 当 作 
离散 变量 来 进行 处 理 。 在 此 我 们 要 介绍 对 应 于 这 两 种 情况 的 两 个 
模型 ,其 中 一 个 模型 将 在 本 章 的 正文 中 介绍 , 另 一 个 模型 将 放 在 本 
章 的 问题 讨论 中 进行 讨论 。 本 章 的 大 部 份 篇 幅 都 将 用 于 讨论 连续 
时 间 的 模型 ,该 模型 是 由 A. J. Lotka 首先 提出 而 后 又 由 许多 研究 
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员 完善 而 成 的 。 在 人 口 动力 学 的 许多 研究 中 ,Lotka 模型 已 被 当 
作 是 讨论 的 基本 出 发 点 。 本 章 中 问题 讨论 的 主要 内 容 之 一 是 由 
P. H. Leslie 提出 的 离散 时 间 模 型 .N.Keyfitz 在 4 人口 数学 导论 一 
书 [5j 中 讨论 了 以 上 两 个 模型 。 对 于 经 济 、 教 育 , 社 会 服务 等 问题 ， 
人 口 数学 导论 ,文章 [6]、 特 别 是 书 L7] 中 提供 了 以 离散 时 间 模 型 为 
基础 的 有 关 结 果 的 数据 和 应 用 。 另 外 在 [7j 中 有 许多 用 于 计算 的 计 
算 机 程序 .本 章 的 末尾 还 提供 了 少量 的 参考 资料 ,在 [2] 和 [6] 中 包 
含 了 关于 这 一 方面 的 大 量 其 它 参 考 文献 。 


2. 模型 的 建立 


本 节 我 们 要 建立 一 个 有 关 女 性 人 口 动态 的 连续 时 间 模 型 。 根 
据 女 性 人 口 的 动态 状况 ,有 关 男 性 和 女性 出 生 人 数 的 假定 以 及 有 
关 男性 存活 数量 的 假定 就 可 以 确定 整个 人 口 的 动态 状况 。 以 下 我 
们 先 引进 一 些 记号 和 定义 。 

HBO 表示 上 时 刻 的 女性 人 口 增 长 率 , 即 上 时 刻 女 孩 的 出 生 
率 , 我 们 的 目的 首先 是 确定 8 与 其 它 三 个 可 由 已 知 数据 确定 的 量 
之 间 的 关系 .具体 地 说 ,我 们 可 假定 初始 人 口 的 年 龄 分 布 .与 年 龄 
有 关 的 死亡 率 和 繁殖 率 这 三 个 量 都 是 已 知 的 假设 我 们 把 :一 0 看 
作 是 开始 进行 人 口 分 析 的 时 间 , 并且 设 we(a) 表示 开始 时 人 口 年 
龄 分 布 的 密度 . 即 当 # -0 时 年 龄 从 wm 到 4 人 数 为 | wa)da. 死亡 
3 Ef fc ea PAM Ca) 所 确定 ,i(a) 表示 出 生 “ 年 后 仍 活着 , 即 能 活 到 
年 龄 < 的 人 的 比例 .通常 函数 :可 由 罗列 了 年 龄 < 与 存活 率 !(a) 的 
寿命 表 给 出 ,寿命 表 中 的 这 些 数据 是 根据 人 口 普查 的 数据 得 到 的 。 
表 1 就 是 寿命 表 的 一 个 例子 。 

繁殖 率 可 以 通过 一 个 有 关 不 同年 龄 所 生 的 女孩 数目 的 统计 表 
得 到 .特别 地 ,我 们 可 以 假设 5Ca) 是 100 000 位 年 龄 为 4 的 女性 所 
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生育 女孩 的 数目 ,那么 我 们 便 可 以 用 2ka) = 107a) 来 定义 繁殖 
率 bla) ,也 就 是 说 ,繁殖 率 是 年 龄 为 a 的 女性 生 女 孩 的 平均 速度 。 
我 们 假定 对 于 较 大 的 年 龄 ac; 有 ba) = 0, BY a > AR. O(a) = 0. 
对 于 人 类 来 说 ,我 们 可 以 假定 当 a 科 15 且 “之 55 时 ”有 2(a) = 
0, 值得 注意 的 是 ,我 们 所 讨论 的 繁殖 率 和 死亡 率 是 依赖 于 年 龄 的 ， 
但 是 这 两 个 量 与 时 间 上 却 是 无 关 的 .也 就 是 说 ,! 和 2 只 与 年 龄 a 有 
关 而 与 时 间 上 上 无关。 
表 1 寿命 表 的 一 个 例子 


a f(a) 
年 龄 出 生 后 活 到 年 龄 x 的 人 的 比例 
0 1.0 
5 l 0.76 
10 0.72 
15 0. 69 
20 0. 65 
25 0. 61, 
30 0.56 
35 0. 52 
40 0. 48 
45 0. 44 
50 0. 40 
55 - 0. 36 
60 0. 32 
65 0. 27 
70 0. 20 
75 . 0.12 
80 0. 07 
85 0. 03 
90 0. 00 


以 下 我 们 来 推导 在 上 时 刻 出 生 率 BO 的 表达 式 。 这 里 我 们 所 
考 虑 的 新 生 儿 的 来 源 可 分 为 以 下 两 种 情况 ,其 一 是 由 初始 人 口中 


* 原文 此 处 误 为 "… bla) = 0 for aS 15 and a S 55.”- 一 译注 
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的 女性 所 生育 的 ; 另 一 种 是 由 自 上 = 0 以 来 出 生 的 女性 所 生育 的 。 
在 前 一 种 情况 中 ,初始 人 口中 活 到 时 刻 上 且 年 龄 为 a(a 之 的 女性 
的 密度 为 ; 





Lan C2 


Heh l(a) /Vila 一 六 是 初始 人 口中 从 年 龄 4 一 t 活 到 年 龄 a 的 人 的 
比例 ,uola — D 是 初始 人 口中 女性 的 密度 。 这 些 女性 如 果 在 时 刻 :; 
仍 能 活着 ,那么 她 们 的 年 龄 将 为 a。 因为 在 初始 人 口中 活 到 时 刻 t. 
即 年 龄 为 a 的 每 个 女性 生育 女孩 的 速度 为 6(a) ,因此 


ICa) 
Bal re; =) Joo 


是 这 些 女孩 出 生 率 的 密度 函数 ,她们 是 由 初始 人 口中 活 到 上 时刻 
时 年 龄 为 a 的 女性 生育 的 ,对 于 各 年 龄 阶段 的 女性 所 生 女 孩 的 数 
量 可 以 由 求 积分 而 得 到 .因此 , 在 时 刻 上 初始 人 口中 所 有 女性 生 女 
孩 的 总 出 生 率 就 是 

l(a 


[Poca] A Junta — t)da. 


HFH a2 4 时 ,5b(a) = 0. .所 以 以 上 的 积分 就 等 于 
[roletne — t)da, yRr<A 


0, nt > A. 

另 一 方面 ,考虑 新 增加 的 女孩 是 由 时 间 上 一 0 以 后 出 生 的 女性 
所 生育 的 情况 。 考 虑 到 t 时 刻 年 龄 为 a 的 女性 是 那些 在 上 一 a 时刻 
出 生 的 女孩 且 其 出 生 率 为 B(t 一 a), 又 由 于 这 些 女 孩 活 到 年 龄 a 
的 比例 为 La)。 所 以 在 t 时刻 年 龄 从 a 到 a 十 da 的 女性 人 数 为 
l(a) Bt 一 a)da. 而 每 一 个 这 样 的 女性 生 女 孩 的 比率 为 6(a) ,因此 
由 从 时 间 = 0 以 后 出 生 的 女性 在 时刻 生 育 导致 的 附加 入 口 增长 
RH: 





IOLO — adda. 
0 





综 上 所 述 ,我 们 可 以 得 到 以 下 有 关 8 的 方程 , 当 : 一 4 时 





Be) = | oo| APs Jota = da + | BC) BO — adda, 
4 t> ANA 

BO = | oatarBe — ayda. 
以 上 方程 又 可 写 为 ， 

Bi) = Aw) 十 | 6 BG — adda. (1) 


方程 (1) 描述 了 人 口 自身 繁殖 的 方式 ,因此 我 们 称 这 个 有 关 出 生 
率 8 的 积分 方程 为 更 新 方程 。 

如 果 我 们 能 够 解 出 方程 (1) 中 的 函数 8, 那 么 我 们 就 能 够 预测 
人 口 的 数量 和 年 龄 结构 ,事实 上 ,如 果 用 f(a,i) 表示 在 t 时 刻 年 龄 
为 a 的 女性 的 年 龄 密度 , 则 在 :时刻 从 年 龄 a 到 年 龄 <; 的 女性 人 数 


就 等 于 | “f(a,t)da, 因 此 有 


“(ane — a), a<it 
FC t= 
Í | ac — t), ta. 





3. 一 个 稳定 的 年 龄 分 布 


遗憾 的 是 更 新 方程 (1) 不 是 一 个 容易 求解 的 方程 .应 用 逐次 
通 近 法 可 直接 证 明 : 当 方 程 (4) 中 的 函数 请 2 Al 处 于 通常 的 条 件 
下 时 ,更 新 方程 在 (0,c2o) 上 有 唯一 一 个 解 ( 例 子 见 L1, 尼 .217]) 。 然 
而 我 们 考虑 所 感 兴趣 的 是 解 的 某 些 性 质 , 尤其 是 解 的 渐 近 状态 ,但 
是 了 解 这 些 情况 就 更 加 困难 了 .对 于 这 里 我 们 所 感 兴趣 的 大 多 数 
事实 均 可 以 用 Laplace 变换 法 ( 见 [1,P. 231 FF. 有) 进行 推导 ,这 里 
我 们 将 不 加 证 明 进 行使 用 。 
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首先 ,我 们 知道 解 8 具有 以 下 形式 


Bit) = Bae” + R) : (2) 
HP Bo 和 p ERR RGR BH RATER R 
| lime-?*RG) =O. 


因此 , 当 上 的 值 很 大 时 , 与 (2) ASS AMA AER 是 可 以 
忽略 的 。 
常数 2 的 值 是 多 少 ? 这 是 容易 确定 的 ,由 方程 (1) 有 


erB() =e Pha) + [ocartcayeMer'- BE 一 ajda. 
i] 
BUR ER ¢ > ce, 则 有 
B= 号 | b(a)l(a)e“Mda 十 lim| (a) Ca)e“Me MORE — a)da 
9 fo 0 


= B.| ba la)e-mda, 
因此 p DRENERE 
1 = | “ocaylade-™da, (3) 
Q 


以 上 方程 是 由 Lotka 在 1922 年 首先 提出 来 的 [9,P. 340]. XF 2, 
方程 (3) 有 唯一 的 实数 解 , 记 作 请， 常数 p" 称 之 为 人 口 的 内 豪 自 
然 增长 率 或 称 为 人 口 的 生物 势 。 常 数 p* 与 通常 指数 或 Malehus 增 
长 方程 中 的 增长 率 类 似 。 

WR o 和 /是 分 段 连续 的 函数 , 则 我 们 可 以 证 明 方 程 (3) 有 无 
穷 多 个 复数 解 .用 记号 { 多 ) 来 表示 这 无 穷 多 个 复数 解 , 那 么 就 有 以 

(1)& APEX RRA R. ME e 满足 方程 (3), 则 多 也 满足 
方程 (3) 。 

(2) 对 所 有 都 有 Rep < p*. 

(3) 当 n 一 œ AY, Reg, 一 一 o. 

对 于 常数 8 ,我 们 可 以 推导 出 其 计算 公式 为 : 





A + 
| he-t tdt - 
0 


Bo = (4) 


| aoacoe aa 
由 于 以 上 公式 的 推导 过 程 较 复杂 ,这 里 我 们 不 作 详 细 的 描述 ,其 详 
细 的 推导 过 程 可 见 [1,P. 232 ff. j]。 

以 上 我 们 可 以 证 明 人 口 的 年 龄 结构 趋 近 于 一 一 个 稳定 的 年 龄 分 
布 .为 此 我 们 先 考虑 

lime™? ‘f(a,t). 
由 Stat) 的 计算 公式 知 、 
lime™? ‘fla,t) = Bl(a)e-? * 
其 中 Bo 是 由 (4) 式 确 定 的 常数 .因此 , 当时 间 上 很 大 时 ,人 口 数 量 
就 可 由 下 式 近 似 地 描述 
ev? :Bo l(a)e-e «. (5) 

”如 果 p" 0, 则 人 口 随 着 时 间 的 递增 而 增加 ,如 果 p” 二 0, 则 人 口 
数量 就 随 着 时 间 的 递增 而 减少 且 趋 近 于 零 .(5) 式 被 称 之 为 与 人 
口 有 关 的 稳定 年 龄 分 布 。 读 者 应 当 注 意 的 是 稳定 年 龄 分 布 中 的 时 
间 变 化 量 是 由 特征 方程 的 实数 解 确定 的 。 

由 于 存在 稳定 的 年 龄 分 布 ,因此 可 导出 以 下 结论 :当时 间 上 很 
大 时 ,各 年 龄 组 人 口 的 比例 保持 为 常数 。 例 如 ,年龄 在 (ai,az) 中 的 
AD te Bile: 


asd 
SEAS Em DEIR a a) 中 的 人 数 jn Oda 
BAR 


| F f(a,t}da 
当 上 相当 大 时 ,以 上 表达 式 近 似 等 于 
| *rcaye~?" eda 


[icazet da 
0 
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人 口 的 年 龄 结构 趋 近 于 一 个 稳定 的 年 龄 分 布 ,这 是 一 个 十 分 

重要 的 结论 。 许 多 人 口 统计 学 专家 的 计算 都 是 以 稳定 的 年 龄 分 布 
为 基础 的 。 
小 结 至 此 ,我 们 不 难 把 以 上 结论 作 一 个 小 结 . 关 于 女性 人 口 的 发 
展 ,Lotka 的 年 龄 相关 理论 是 以 更 新 方程 (1) 为 基础 的 。 在 方程 (1) 
Hh, RA ACL) Al m(a) = blai Ca) 都 可 以 通过 数据 来 确定 ,其 中 
h(t) 表示 初始 人 口 在 t 时刻 的 出 生 率 ,mx(a) 是 估 测 个 人 生存 能 力 
和 繁殖 能 力 的 净 繁 殖 函 数 。 l 

如 果 m EAI EEE NY PRR H FA a 较 大 时 m AS 
(B24 a > Abt mla) = 0) WA O WIERST E T Be AF 
分 布 .事实 上 ,这 时 的 已 可 写 为 

B= Boe? ' + RM, 
其 中 请 " 可 由 特征 方程 (3) GKE. H 请 " 是 方程 (3) 中 的 唯一 实数 
解 . 当 上 较 大 时 , 余 项 RG) 与“' 相 比较 ;RG) BA), HRB. 可 
由 (4) 式 求 得 。 


练 习 
1. 运用 Laplace 变换 从 方程 (1) 的 形式 解 中 导出 特征 方程 。 导出 此 形式 解 并 写 出 
特征 方程 的 推导 过 程 。 | 
2. 因为 通常 p* 很 小 ,因此 往往 可 以 用 e E p= 0 Sh AY Taylor 展开 式 来 代替 方 
F203) PAY ea FETA A AE eG PTR FO” 的 近似 值 .用 这 种 
方法 可 以 得 到 p* 的 近似 值 计算 公式 。 


问题 研究 ”这 里 我 们 所 研究 的 问题 是 用 给 定 的 繁殖 率 、 寿 命 
表 和 初始 年 龄 分 布 来 确定 内 豪 增 长 率 、 稳 定 的 年 龄 分 布 ,并 预测 在 
将 来 两 个 特定 的 时 期 人 口 分 布 的 情况 ,根据 人 口 统计 的 惯例 ,我 们 
以 5 年 为 时 间 单 位 给 出 有 关 数 据 。 即 假设 在 每 一 个 5 年 的 时 间 期 
间 内 ,所 取 的 有 关 数 据 都 近似 地 看 作 是 常数 ,例如 ,由 表 1 的 数据 ， 
我 们 可 以 确定 | 





0.76 O0<a<5 

0.72 5<a<10 
l(a) 一 40.69  10<a<15 

0.65 15<a< 20 


对 于 以 上 近似 值 的 积分 可 简化 为 有 限 和 的 形式 。 
从 表 2 可 以 看 出 : 表 2 中 的 第 2 列 给 出 了 初始 人 口 的 年 龄 分 
布 , 第 3 列 给 出 了 繁殖 率 。 


表 2 
年 龄 区 域 初始 人 口中 女性 平均 每 个 妇女 
AYA HEC X 103) 生 孩 子 的 数量 
[0,5) 105 0 
[5,10) 100 0 
[10,15) 905 0. 004 
[15,20) 805 0. 298 
[ 20,25) 650 0. 732 
(25,30) 560 0.512 
[30,35) 565 0. 297 
[35 ,40) §20 0. 157 
(40,45) 635 0. 045 
[45,50) 580 0. 002 
[50,55} 535 0 
[55,60) 465 0 
[60,65) 405 0 
[65,70) 300 0 
[70.75) 210 0 
[75,80) 135 0 
[80,85) 65 0 
[ 85,90) 15 0 


(a) WATE AR. 用 以 上 习题 2 导出 的 公式 可 求 得 初步 的 
近似 值 .〈 在 数值 分 析 中 一 个 有 义 意 的 问题 就 是 运用 Newton 方法 
来 解 p 的 特征 方程 。 有 关 Newton 方法 和 其 他 方法 的 讨论 见 L4. 第 
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3 章 ])。 

(b) 运 用 方程 (4) 来 求 稳定 年 龄 分 布 ,〈 对 于 每 一 时 刻 纪 首先 
必须 求 ht) ,然后 计算 (4) 式 中 的 积分 值 ,虽然 这 在 计算 上 没有 什 
么 难度 ,但 是 其 计算 工作 量 却 是 相当 大 的 。) 

(c) 确定 f(a,5) 和 f(a,10), 


4. 人口 数量 的 波动 


在 自然 现象 中 ,振荡 是 相当 普遍 的 一 种 现象 .例如 在 外 力作 用 
下 离开 平衡 位 置 的 弹簧 的 运动 ,在 周期 性 外 力作 用 了 一 段 时 间 后 
盆 中 的 水 的 运动 ,它们 的 最 后 状态 均 恢复 到 平静 .这些 都 是 振 功 的 
例子 。 在 某 种 条 件 下 ,人 口 数量 的 变化 也 呈现 出 一 种 振荡 的 现象 。 
这 一 节 中 ,我 们 将 对 这 种 波动 的 现象 进行 讨论 /有关 更 详细 的 讨论 
及 其 在 社会 与 经 济 问题 中 的 应 用 可 参见 [6]。 


4.1 Bernardelli 波 


在 一 些 种 群 中 ,例如 象 13 年 蝉 和 17 年 蝉 这 样 的 昆虫 种 群 ,其 
繁殖 期 限制 在 一 个 很 短 的 时 间 期 间 内 对 于 这 种 情况 ,前 面 所 述 的 
基本 的 分 析 可 能 都 毫 无 用 处 。 因 为 繁殖 函数 可 能 不 再 是 分 段 连续 
的 。 对 于 这 种 情况 就 要 通过 考虑 一 个 比 以 前 所 讨论 的 繁殖 函数 更 
具有 普遍 性 的 繁殖 函数 的 例子 来 进行 说 明 。 

假设 a 

mla) = > moa — aj), 


其 中 办 是 正 的 常数 ,6 表示 Diracd 函数 (Dirac5 pRB E— PS)” MC eK 
数 , 被 积 图 数 包 括 它 本 喘 作 为 一 个 部 分 , 它 通过 一 个 积分 值 来 表 
Fo BUR g 是 连续 函数 , 则 


十 co 
| lr — x,)g ladr = gz). < (6) 
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在 严格 的 数学 背景 下 描述 广义 函数 是 较 困难 的 ,虽然 我 们 可 以 用 
以 下 文字 和 表达 式 来 描述 函数 : 当 xz 关 0 时 6(zx) = 0, 且 有 6C0) 
= 00. 显然 ,我 们 不 能 通过 对 每 一 实数 z 给 出 SCz) 的 值 来 描述 5 
号 数 ,尽管 如 此 ,6 函数 的 概念 却 是 很 简单 的 ,我 们 可 以 把 6 函数 看 
作 是 ”突出 ”被 积 函 数 在 某 点 处 值 的 一 种 方法 ,例如 (6) 式 中 的 点 
To 处 的 值 . 因 此 可 以 说 积分 的 值 仅 与 被 积 函数 在 某 点 处 一 zo 的 
BAX.) 

A ERTEKE RAER EFRA a 的 个 体 繁 殖 的 情况 ,为 
了 简单 起 见 , 设 a; = je, 其 中 是 繁殖 间隔 .用 这 个 净 繁 殖 函 数 代 
人 更 新 方程 得 : 

B) = AG) + X m Ba ~ ja) Ha — je), 


其 中 再 是 Heaviside 函数 
0, T < 0, 
HG) = H z>oQ0. 
因此 在 上 :时刻 出 生 的 所 有 个 体 在 时 刻 上 十 a 将 繁殖 mr 个 后 代 , 在 时 
At + 2d 将 繁殖 m, 个 后 代 , 如 此 类 推 . 对 应 于 净 繁 殖 函 数 的 特征 
方程 为 : 
1 一 D mne, (7) 
Do = er A 
1 一 Dam. (8) 
以 上 方程 右 端 是 一 个 简单 的 v 的 多 项 式 , 且 v 的 系数 为 正 . 当 v= 0 
时 ,该 多 项 式 为 零 , 且 当 v = 0 时 ,该 多 项 式 的 前 * 阶 导 数 均 为 正 。 
并 且 我 们 只 关心 v 二 0 时 的 情况 (注意 v = e) ,我 们 可 以 得 到 以 
下 结论 :对 于 ”> 0, 方 程 (8) 有 唯一 一 个 解 v*. 因此 
p* =— (1/a)logv* 
满足 方程 (7)。 然 而 与 第 二 节 中 的 情况 相 比 较 ， 因为 对 于 任何 整数 
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n he" = 1, 所 以 以 下 数值 
户 ” + (C2xtn/a) 一 士 1, +2”, 

也 是 特征 方程 (7) 的 解 ,在 这 种 情况 于, 与 er*' 相 比较 ,类 似 于 (C2) 
APRI R 的 因素 就 不 一 定 是 可 忽略 的 了 。 

例如 ,考虑 4 一 1 时 的 特殊 情况 。. 设 有 一 个 种 群 , 当 该 种 群 中 的 
个 体 年 龄 到 达 a 时 仅 繁殖 一 次 ,对 于 这 种 情况 的 更 新 方程 就 是 : 

[AQ), OSt<a, 
Bt) = mm, BO — a), <i (9) 
XAH, OS < a it 
Ba + Na) = mht). 
如 果 mm = 1, 即 每 一 个 肉 性 在 年 龄 a 时 恰好 复制 了 一 次 自身 .所 以 
在 每 一 个 时 间 长 度 为 a 的 期 间 内 ,该 种 群 的 增长 率 均 为 ,事实 上 
有 
b(t + Na) = h(t), 0O<t<a, 

BSS 28 ERE.: 的 周期 函数 ,其 周期 为 如 果 m ICR > 1), 
则 增长 率 就 象 波动 一 样 变化 , 其 波长 为 而 当 上 一 oo 时 ,增长 率 
将 趋 近 于 零 ( 或 œ). 

如 果 增 长 率 是 周期 性 的 或 近似 于 周期 性 的 函数 , 则 把 这 种 现 
象 叫做 种 群 数量 的 波动 。 值 得 注意 的 是 增长 率 的 波长 (或 周期 ) 与 
繁殖 的 年 龄 是 相同 的 。 关 于 这 种 特性 我 们 将 会 在 以 后 更 一 般 的 情 
况 中 看 到 。 

以 上 所 研究 的 例子 与 Bernardelli 在 1941 年 研究 所 得 到 的 方 
程 (1) 是 类 似 的 ( 见 [8. P. 200]) 。 当 时 Bernadelli 在 证 明 过 程 中 运 
用 了 一 个 离散 (和 矩阵 } 模 型 ,特别 是 他 证 明了 以 下 的 结论 :如 果 把 人 
口 的 生育 期 集中 于 茶 一 段 年龄 区 间 里 ,就 有 人 口 数 量 波动 的 现象 
出 现 。 由 此 ,我 们 把 通过 严格 限制 生育 周期 而 得 到 的 增长 率 的 波动 
现象 称 之 为 Bernadelli 人 口 波 。 

以 上 描述 的 繁殖 函数 是 一 个 非常 特别 的 例子 。 虽 然 用 这 个 函 
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数 可 以 描述 某 些 昆虫 种 群 的 繁殖 情况 ,但 是 它 并 不 能 反映 大 多 数 
生物 繁殖 的 情形 。 然 而 , 正 是 根据 这 个 繁殖 函数 ,我 们 才能 够 通过 
一 举 反 三 在 更 多 的 实际 模型 中 了 解 种 群 数量 波动 的 情况 。 在 下 一 
节 里 我 们 将 继续 讨论 这 个 问题 。 


练 3 


3. ”详细 证 明 方 程 (8) 有 了 唯一 解 v* > 0. 
4， 对 于 mw 之 1,m 一 1 和 mi 达 1 三 种 不 同 的 情况 ,选择 不 同 的 函数 ,并 分 别 画 
出 方程 (9) 中 函数 8B 对 应 于 这 儿 种 不 同情 况 的 图 形 。 


问题 研究 建立 有 关 女 性 人 口 的 动态 离散 模型 , 重复 
Bernardelli 的 分 析 过 程 ( 见 L8] AILS | 中 的 第 2 和 第 3 章 ]) ,提示 : 设 
Cro sty ott sty) 表示 年 龄 分 别 在 以 下 区 域 

L0,a,) ’ La, vag) Lay,ay+,) ’ 

中 的 人 口 数 ,以 上 这 些 区 闻 的 长 度 等 于 一 个 生育 期 间 的 长 度 。 取 这 
些 年 龄 区 间 的 长 度 作 为 时 间 单 位 , 设 志 是 年 龄 在 区 间 tLayas) 中 
存活 一 个 时 间 单 位 的 个 体 的 比例 ,6; 表示 个 体 在 年 龄 区 间 [ai,ai41) 
内 的 生育 能 力 。 

因此 ,如 果 用 Go,n"1，… ,nw) 来 表示 某 一 时 间 单 位 以 后 的 人 
口 数量 , 则 有 

n'o = balono + bln + + bydyny 
nw, = loros 


1 
H = hns 


n y = lyy. 
我 们 可 以 不 再 考虑 那些 年 龄 在 [ay,aw+1) 中 的 人 的 情况 。 
用 甜 阵 的 形式 可 以 把 以 上 方程 组 表示 为 更 简洁 的 形式 , 即 : 
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n n 
Ai by b by. PN ° 
n n 
$ » 0 0 of] - 
n,|= n | 3 
, 0 À Q 0 
, 0 0 ly. 0 
Nn nN 
如 果 令 
| no n'o bo os by 
n n l 0 
n = À? n = Z= À 
ny ny 0 wee 0 


则 以 上 方程 组 可 写 为 由 = Sm. 经 过 两 个 时 间 单位 以 后 就 有 
n= Sn! = Sn, 

如 此 类 推 。 由 于 P. 五 . LeslieL8] 通 过 对 以 上 模型 的 系数 矩阵 进行 
分 析 而 得 出 了 以 上 方程 组 解 的 几 个 性 质 ,因而 导出 了 Lotka 的 离 

W b = b = +++ 二 bw-1 = 0 Hbn > 0, 不 用 作 大 量 的 分 析 就 可 
以 得 到 Bernardelli 所 描述 的 情况 ,事实 上 有 

n'y = bynny = byn y = blynni, 
如 此 类 推 , 经 过 N + 1 个 时 间 单 位 后 ， 
nt = ylnda o. 

以 上 方程 是 方程 (a) 的 离散 形式 ,如 果 2wln*…io 一 1, 则 经 过 入 十 1 
个 时 间 单 位 的 繁衍 生育 之 后 ,其 人 数 仍然 等 于 最 初时 的 人 数 . 即 增 
长 率 是 一 个 周期 函数 。 


4.2 人口 波 近似 于 Bernardelli 波 


把 Bernardelli 波 看 作 人 口 数量 波动 的 一 种 极限 形式 ,这 对 我 
们 的 研究 是 很 有 帮助 的 。 作 为 一 个 特例 ,我 们 考虑 对 净 繁 殖 函数 稍 
作 修 改 后 的 情况 。 例 如 , 设 





må, a—-A<a<ia, 
0， 其 他 ， 
其 中 心 是 一 个 较 小 的 常数 且 为 正 . 可 以 证 明 , 当 4 一 0 时 , 则 函数 
mala) FYE FEU A ERK RRL SC BAAR md (a 一 a) 的 性 质 .这 样 ， 
繁殖 不 仅 可 以 在 年 龄 < 时 进行 ,而 且 也 可 以 在 年 龄 < 以 前 的 一 段 短 
时 间 内 进行 ,在 这 种 情况 下 ,mata) 随 A 一 0 而 趋 近 于 Bernardelli 
在 继续 以 上 的 讨论 之 前 ,我 们 应 当先 考虑 这 样 一 个 问题 ; 对 净 
KEKR mn 作 这 样 的 修改 之 后 会 对 B 产生 什么 样 的 影响 ?B 是 不 
是 仍然 是 周期 函数 或 者 近似 于 周期 函数 ?其 波长 是 多 少 ? 
继续 以 上 的 分 析 , 我 们 可 以 发 现 这 种 情况 对 应 的 特征 函数 为 
mB], ghee pyre = 


当 A=0 时 ,由 Bernardelli 现象 及 结论 有 


l = merc’, 


m (a) = 


从 而 可 以 得 到 : 
nin 
我 们 希望 对 于 A> 0 的 情况 ,其 对 应 的 特征 方程 的 解 从 某 种 意义 
来 说 有 近似 等 于 上 述 这 些 值 的 结果 。( 这 一 结论 可 由 隐 范 数 定理 来 
证 明 ,) 

运用 以 上 这 些 值 作为 出 发 点 ,我 们 可 以 用 7'aylor 公式 来 确定 
当 4 之 0 时 特征 方程 的 某 些 特征 根 。 给 定 的 一 个 值 , 求 具有 以 下 
形式 


Pon = 一 logm + = 0, +1,4 25, 


Pu = Pon + APPin + (8/2) pon +o 
的 解 (特征 根 )。 
将 以 上 表达 式 代 人 特征 方程 ,并 把 代入 后 方程 两 边 4 的 各 项 
同 次 吗 等 问 起 来 ,经 过 较 长 和 复杂 的 计算 之 后 得 到 : 





Pin =— (Pon/2@) 
. Pom = C+ id, 
式 中 的 Ald 都 具有 很 复杂 的 表示 式 。 
tm = 1; 则 计算 就 较 容易 ,这 时 有 





Pon = OE 
pn = E, 
2p2., =— =e +i S. 
因此 
Pa = a 十 2rin| 二 一 zâ + gpa |+ E 


其 中 误差 项 上 是 ZTaylor 级 数 中 4 的 三 次 车 项 以 及 更 高 阶 项 .以 上 
表达 式 包 含 了 大 量 的 信息 。 在 继续 进行 我 们 的 讨论 之 前 , 我们 可 
以 将 以 上 表达 式 中 的 误差 项 上 忽略 ,实际 上 当 x 的 值 较 小 时 ,误差 
项 与 全 是 同 阶 无 穷 小 量 ,而 当 士 的 值 较 大 时 ,p, 的 实 部 也 较 大 
且 为 负数 ,这 时 在 解 中 ,p, 的 实 部 起 着 决定 性 的 作用 。 
对 应 于 bla)i(a) = mala) ,更 新 方程 的 解 具 有 以 下 形式 
Bit) = >) Bexp(p,t) ,五 = po» 


aS OO 


iv FA Euler 公式 et 二 e*(cosb + isind) 以 及 B 是 实数 的 条 件 。 c HIJ 
B, = B_,B_, 是 B-， BHRBAD WAS 可 以 表示 为 : 
Bit) = >) B,exp (tRep, cos (tImp,), 
其 中 n> 0 时 Ba 一 Bos B, 一 2B, Re pn 表示 Pr 的 实 部 ,Im Pn 表示 
Pn 的 虚 部 。 
根据 以 上 表达 式 可 知 , 户 的 实 部 可 以 用 来 估 测 BO) 的 第 项 
对 8(2) 的 影响 是 使 其 增长 或 衰减 ,而 其 虚 部 则 可 以 用 于 估 测 波动 
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的 频率 。 正 如 前 面 早已 注意 到 的 , 当 * 的 值 较 大 时 ,Re p, WARK 
且 为 负数 .因此 当 半 的 值 较 大 且 上 不 近似 等 于 零 时 ,exp CtRe p) 的 
值 就 是 比 1 小 得 多 的 数 。 
因此 有 
Ba) = Boexp(tRepo)cos(tImpo) + B,exp(tRep, )cos@Imp,) + e. 
由 p 的 值 和 以 上 关于 p 的 近似 展开 式 得 : 
Re po = 0,Im po = OHE m = 1) 
na 1 1 l 
Re p = Sop elm A = alg gA + gaat]. 
因此 ， 


2 
Bt) 一 Bo 十 Biexp| — n? + Z Jeos[2x{ + 


A A 
-2 t f) J (10) 


上 式 清楚 地 表明 了 更 新 方程 的 解 将 非常 缓慢 地 衰减 (由 于 4 趋 近 
于 零 时 , At 变化 非常 缓慢 ) ,其 波动 的 频率 为 (1/a) 一 (4/2a2) + 
《A/4%), 上 式 中 的 系数 B, 可 以 由 下 面 公式 
A hae hide 
B, = Ie 

m | _ ae Pda 
给 出 ,由 上 面 的 分 析 可 知 ,对 Bernardelli 情形 稍 作 修改 之 后 ,其 结 
果 会 导致 为 波动 变化 的 增长 率 缓慢 地 衰减 , 且 其 波长 近似 地 由 下 
式 给 出 


L 8 My yy Aa. 
La T zat gel et Gt (11) 


a 


特别 是 当 2?t 是 比 1 小 得 多 的 数 时 ,更 新 方程 的 解 就 表现 出 周期 
性 ,而 当 4r 很 大 时 ,增长 率 就 趋 近 于 常数 A. 
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Lotka 把 种 群 的 平 规 代 ( 闻 ) 踊 定义 为 满足 下 式 
ef tT 一 | uaa da 


的 值 。 在 上 式 中 ,等 号 右边 的 积分 山 做 种 群 的 净 繁 殖 率 (简写 为 
| NAIOP ARTE EOE RH 要 4.1 
节 中 的 公式 有 


NRR = | mlada = Sims = 一 L logu’ ， 
其 中 EAEn, vi = 1 的 正 根 ,因此 有 


T = a(— log >) ogo 


由 上 和 式 我 们 可 知之 与 “成 正比 事实 上 当 一 1 时 ,7 = a. 

在 4.2 节 中 ,我 们 有 

NRR = F malada = m, p = Logn. 
所 以 可 得 
T= wa. 

另 一 方面 ,在 4.1 节 所 讨论 CAI TROL. RAINEK a, {E 4.2 
节 所 讨论 的 情况 中 算得 波长 则 为 "十 4/2 十 …. 这 就 表明 在 前 面 
所 考虑 的 例子 中 , 种 群 数量 波动 的 波长 与 平均 代 凯 时间 有 着 密切 
的 关系 。 

对 更 具有 一 般 性 的 净 繁 殖 隐 数 ,可 以 继续 进行 上 述 分 析 。 
Keyfitz 和 Flieger 研究 所 得 到 的 数据 着 重 说 明 了 :所 列 出 的 大 多 
数 种 群 的 代 隔 时 间 [ 见 7. 第 THR 7j 非 常 接近 于 波长 2r/y” 


* 原文 此 处 误 为 *( 2x/y in their natation [7. ch. 16. end of table 8 ]”, 一 一 译注 
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( 按 其 记号 ) 见 [7. 第 16 章 , 表 8 的 末尾 ]。 
因此 ,我 们 完全 有 理由 认为 :在 相继 的 后 代 中 ,出 生 率 的 剧烈 
变化 将 以 未 来 某 一 代 隔 时 间 的 倍数 重复 出 现 。 
练 y 
5， 确定 表达 式 po 一 c 十 过 hic Md. 


5. WALL shes A? 的 系数 。 
To Ma=1,B8o=1,8);=1,4=0. 01 时 ， Bi COREME 的 隐形 . 


问题 研究 ”正如 我 们 所 知 ,在 时 间 区 间 内 种 群 数 量 的 波动 与 
平均 代 隔 时 间 成 正比 因此 ,为 了 在 对 种 群 的 数量 进行 预测 的 过 程 
中 观察 其 波动 的 情况 ,我 们 就 必须 对 几 种 预测 方案 进行 计算 (典型 
的 例子 如 关于 对 时 间 长 为 30 年 的 人 口 数 量 进行 预测 的 情况 ) 。 这 
是 我 们 的 主要 研究 内 容 。 

为 了 通过 简单 的 计算 来 说 明 种 群 数量 的 波动 情况 ,我 们 可 以 
来 考虑 一 个 假设 的 昆虫 种 群 . 具 体 可 考虑 (到 目前 为 此 尚未 发 现 
S PAS PARE AREA HAVRE 5 FRAME FE 

只 有 4 至 6 周 的 时 间 。 因 此 ,我 们 可 以 应 用 4. 2 节 中 的 方法 来 进 
{Re 5.8018. RAMARI BO RM A LR 
可 以 用 下 式 来 描述 

paya [EA 当 5 一 AS<t<5 
0, 其 他 
假设 最 初时 的 每 一 组 5 年 蝉 5 年 后 仅 自我 复制 一 次 , 即 m = 1. 又 
设 这 种 蝉 虫 以 上 述 形式 繁衍 生 存 , 延 续 了 1500 代 。 

这 项 研究 的 目的 是 为 了 描述 这 种 5 年 蝉 在 繁殖 1500 多 代 中 
的 动态 情况 .我 们 可 以 通过 确定 以 下 8 的 表达 式 中 各 项 的 值 来 对 
此 进行 了 解 : 


Bt) = B+ >) Biexp(— rn? Att /2a eos 2ant (+ 一 Ag)), 
a=] 
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其 中 9= (1/2a") 一 (4/4®). 在 以 上 级 数 中 我 们 应 保留 多 少 项 ?我 
们 可 以 只 用 级 数 的 前 两 项 来 进行 计算 .但 当 n= 二 2 和 := 二 5 x 
1500( 年 ) 时 ,上 式 中 e 的 指数 近似 等 于 一 1. 06, 这 就 表明 上 式 的 
第 二 项 含有 因子 e-:. 我 们 把 这 个 因子 e 看 作 是 可 忽略 的 。 

注 : 如 果 要 考虑 一 个 实际 的 例子 ,我 们 可 以 研究 17 年 蝉 的 情 
况 , 这 时 a 二 17,4 = 1/170. 在 这 种 情况 中 ,为 了 达到 相当 的 精度 ， 
我 们 就 必须 保留 级 数 中 的 许多 项 。 

回 过 来 再 看 5 年 蝉 的 情况 ,我 们 将 分 析 以 下 函数 的 情况 


— m AZ 
BU) = B, + B,exp| ze *) cos| ane 一 一 ág) |: 


(a) 确定 Ap 和 系数 Bo 与 B,. 
(b) 研究 当 t = 5NCN = 1,…,1500) 时 的 情形 : 
BON) 

= B, + Byexpl— NA. 8 X 107°) JeosL2aN(1 — 54g) ]. 

《co 研 究 衰减 的 情况 .这 项 研究 是 否 有 意义 ?繁殖 了 1500 KS 
后 的 繁殖 百分比 是 多 少 ? 5 年 蝉 数 量 的 波动 要 多 久 才 能 消失 ?( 值 
得 注意 的 是 ,我 们 已 经 忽略 了 B 的 级 数 展开 式 中 的 e … 阶 项 。) 

“(4q) 研 究 解 的 周期 性 。 在 前 1500 代 的 繁殖 期 间 ,以 上 方程 的 
解 是 近似 周期 性 的 吗 ? 其 回答 是 否定 的 。 通 过 对 以 上 模型 的 分 析 ， 
我 们 还 可 以 了 解 模 型 所 描述 的 “节拍 ”现象 。 

为 了 便于 了 解 , 考 虑 下 式 
cos[ 2aN(1 一 54p)] 
= cos2xNeos(10NAxA9) 
= cos(]0N7Ag), 
4 N = 1,2,*… 时 , 求 以 上 函数 的 值 .注意 到 所 求 的 函数 值 都 ;一 1 
与 十 1 之 问 的 值 。 
应 当 进 行 讨论 的 有 趣 问题 还 有 许多 ,主要 是 那些 模型 中 没 被 
考虑 的 性 质 ,例如 ， 
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环境 的 变化 对 种 群 的 数量 有 什么 影响 ? 

在 繁殖 期 间 有 关 种 群 的 捕食 方式 是 怎样 影响 种 群 数量 动态 发 
展 状 况 的 ? 

对 于 种 群 的 数量 来 说 ,上 述 的 影响 当然 是 重要 的 。 这 些 问 题 在 
[3] 中 都 已 有 讨论 。 
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第 2 章 


人 口 的 增长 一 一 年 龄 结构 模型 


Robert E. Fennell * 


Dit 


l gf 


本 章 我 们 所 要 考虑 的 问题 是 怎样 预测 未 来 人 口 的 数量 及 人 口 
的 年 龄 分 布 规律 。 这 里 所 提供 的 方法 是 有 关 人 口 增长 规律 研究 的 
基本 方法 。 这 些 方法 来 自 于 P. H. Leslie 和 N. Keyfitz 的 著作 [5 了 ]、 
[3]。 本 章 所 使 用 的 数学 工具 主要 是 大 学 本 科 水 平 的 线性 代数 ,此 
外 还 有 非 负 矩阵 的 一 些 特殊 性 质 。 本 章 的 练习 对 于 所 提出 的 模型 
及 其 预测 的 理解 是 必要 的 ,有 的 练习 还 要 求 读者 具有 使 用 计算 机 
和 基本 的 计算 机 程序 的 设计 能 力 。 

在 建立 数学 模型 的 工作 中 , 最 重要 的 问题 是 建立 一 套 合理 的 
概念 体系 。 对 于 人 口 问题 来 说 ,虽然 可 以 从 许多 不 同 的 角度 来 进行 
研究 ,但 是 在 这 里 我 们 将 其 当 作 按 不 同年 龄 分 组 的 个 体 的 集合 ,7 
章 我 们 将 把 注意 力 集中 在 女性 人 口 问题 的 研究 上 , 如果 在 模型 中 
需要 同时 考虑 男性 的 情况 , 则 需要 对 模型 作 一 些 必要 的 修改 ,我们 
的 目的 是 建立 一 个 描述 人 口 增长 规律 的 数学 模型 ,而 我 们 建 模 的 


* Department of Mathematical Sciences. Clemson University ,Clemson,SC29631. 
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出 发 点 则 是 在 假定 每 一 个 年 龄 组 的 出 生 率 和 死亡 率 都 是 确定 的 这 
一 基础 下 进行 的 。 


2， 一 个 例子 


考虑 一 个 没有 移民 迁 入 .与 外 界 隔 绝 的 部 落 ,我 们 讨论 的 对 象 
是 年 龄 区 局长 为 15 年 的 各 年 龄 组 的 人 数 , 即 年 龄 为 0 一 15、15 一 
30.30 一 45、45 一 60 和 60 一 75 岁 的 各 组 人 数 。 假 设 该 部 落 中 没有 
年 龄 大 于 75 岁 的 人 ,并 且 只 有 第 二 和 第 三 个 年 龄 组 中 的 人 才能 够 
进行 生育 。 我 们 要 对 未 来 各 年 龄 组 的 人 数 进行 预测 。 上 述 的 假设 
将 大 大 简化 计算 过 程 ,而 且 还 可 以 保证 每 个 年 龄 组 中 活着 的 人 在 
每 一 个 时 间 区 间 未 进入 下 一 个 年 龄 组 。 
， 设 W(t) 表示 tt 时刻 第 i 个 年 龄 组 的 人 数 ,W;(0) 是 初始 时 刻 
”大口 的 数量 , 且 为 已 知 量 。 我 们 的 目的 就 是 建立 一 个 数学 模型 来 描 
述 人 口 数量 癌 量 
WC) 
WC) 
Wt) = |W; |, = 0,15,30,° 
WC) 
Ws (1) 
的 变化 状态 。 
fit + 15 时 刻 第 一 个 年 龄 组 的 入口 是 由 在 时 刻 t 到 时 刻 : 十 
15 这 段 期 间 内 出 生 , 并 县 能 够 活 到 时 刻 : 十 15 的 人 构成 的 ,其 人 口 
数 可 由 下 式 给 出 
Wa- HID = bW, + W0), 
上 式 中 的 8， AN Os 表示 相应 的 年 龄 组 中 的 人 在 这 一 时 期 中 所 能 生 
育 且 在 该 时 期 末 仍 然 活着 的 孩子 个 数 的 平均 数 。 
对 第 二 至 第 五 个 年 龄 组 ,假设 在 上 十 15 时 刻 , 第 i(i = 2,3,4) 
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个 年 龄 组 的 人 数 与 上 时 刻 时 的 第 :一 1 个 年 龄 组 的 人 数 成 正比 。 即 
对 于 i 三 2,3,4,5, 有 
Wit + 15) = SW Ct), 

其 中 5; 为 存活 率 , 它 表示 在 时 刻 第 i 个 年 龄 组 中 的 人 到 时 刻 t 十 

15 时 仍然 活着 的 比例 ,为 了 预测 未 来 的 人 口 数量 ,我 们 假定 出 生 

率 b,b, 和 存活 率 SU = 1,… ,4) 均 为 常数 。 

来 用 向 量 矩 阵 的 表示 方法 ,这 个 增长 模型 可 以 表示 为 
Wt + 15) = GW(t),t = 0,.15,30,., 

其 中 
0 b, b 
s, 0 0 


Q 
Il 
= 
y 
= 
o ooo 


0 0 s 
0 0 0 s 


由 此 我 们 可 以 通过 递 推 而 得 到 以 下 确定 人 口 增长 的 方程 
W (152) = G'W(0) ,n = 041,240. 


其 中 矩阵 G Bk Dy Ei aR Rs AB 
练 习 


1 WiC ERAS PEP RAN AR. HAAR ERA HAH 
na? 

2. FEM bh = 1.5.63 = 1,5) = 0. 98.52 = 0. 96,53 = 0. 93 H, sı = 0. 90 AFATA 
口 数量 . 设 Wico) = 1000, W,(0)} = 900,W3(0) = 800,W,(0) = 700 H 
W5(0) = 600. E W A5m) pn = 1,320. 对 每 一 个 时 间 阶 段 和 每 一 个 午 龄 
组 ,计算 增长 率 Wi 十 15)7W;CD， 园 时 计算 总 人 口 数 以 及 每 一 时 间 和 阶段 林 
各 年 龄 组 的 人 数 与 总 人 数 的 百分比 。 


OO > OO Oo OO 


本 章 的 附录 中 附 有 一 个 计算 习题 2 的 Fortran 程序 .这 一 习题 
说 明了 模型 的 这 样 一 个 特性 :部 落 里 的 每 一 个 人 将 以 给 定 的 概率 
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随时 间 从 一 个 年 龄 组 转移 到 下 一 个 年 龄 组 ,在 习题 2 中 还 引进 了 
内 襄 增 长 率 和 稳定 年 龄 分 布 的 概念 ,读者 可 能 已 注意 到 :对 于 每 一 
个 年 龄 组 ,其 增长 率 W,(15Gx + 1))/Wi(15n) 随时 间 的 增加 而 接 
近 一 个 常数 ,而 且 每 一 年 龄 组 中 的 人 数 与 总 人 数 的 比例 也 随 之 接 
近 于 一 个 常数 。 

为 了 说 明 上 述 情况 ,我 们 可 以 把 矩阵 G 划分 为 ; 


2 
G= 
B C 
其 中 
0 b, bl” 0 g“ 
a= s 0 j ， 5 0 
0 s 0 0 0 
|, 0 中 | | 
B = 9 C= * 
0 0 9 S4 0 
i 习 
3. 证 明 
A” oO 
om [EG] 
Bn C" 


a—l 
其 中 B, = SCBA", 
i=0 
4. 证 明 A 的 特征 方程 det(A — al) = 0 + Fy A3 — Sib2d 一 515203 = 0, 
5. 证 明和 矩阵 AY BAY PATO MT SEER n AE iE 
1 (450) 
W,(152) 
W (152) = cn W* (152) = | | ， 
W,(15") 
W3(1 5) 
0 b, bz 
» 原文 此 处 误 为 A = [s 0 引 一 译注 


*” 原文 此 处 误 为 0 一 [6 9 |. 一 一 校注 
ae 原文 此 处 误 为 det(a 一 Af) = 0. —— 译注 
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则 有 
WaS +1) = AW (15x) 

Al 

We (56+ 19) = BŴ 5a) + CW* (15m). 
BER HW C150) HARRI W” OSM 的 元 素 是 无 关 的 。 因 为 假定 第 四 和 第 
五 个 年 龄 组 中 的 人 是 下 能 生育 的 ,所 以 第 四 和 第 五 个 年 龄 组 不 会 影响 到 前 三 个 
年 龄 组 中 未 来 人 口 的 增长 .从 而 可 知 , 总 人 口 的 增长 情况 可 以 用 前 三 个 年 龄 组 
中 人 口 的 增长 来 描述 。 


3. FERIE BS A) ae 


对 于 前 三 个 年 龄 组 ,我 们 有 
W(15”) = A"W (0), 
由 此 可 知 :W(15n) 的 变化 状态 是 由 和 矩阵 A" 随 增加 而 变化 的 特 
性 来 确定 的 .WW(15x) 的 变化 状态 还 可 以 通过 矩阵 4 的 下 列 代数 
特性 来 解释 : 
(1) 和 矩阵 4 有 一 个 正 的 特征 根 忆 ,是 矩阵 4 的 特征 方程 的 一 
个 单 根 ; 
(2) 矩阵 4 APR ALT A, REE H r 中 每 一 个 
分 量 均 为 正 ; 
(3) 对 任 一 个 分 量 非 负 的 非 零 向 量 zo, 都 存在 一 个 与 ze 有 关 
的 正常 数 C 使 其 满足 以 下 关系 式 
limA"zo/X = Cyr, 
EXPOSE TES TS BU. 
se 4 ROKEN TI LA AE th FEA — I HE SH E.R 
于 模型 中 的 矩阵 A 具有 特殊 的 形式 ,因此 上 述 性 质 也 可 由 基本 概 
念 而 推 知 。 
上 述 性 质 (1) 可 由 和 矩阵 4 的 特征 方程 FO) = 0 推导 出 来 ( 见 
习题 4) AF LOO) =— 5132b; 过 0, 且 当 4 趋 于 正 无 穷 大 时 (4) 趋 
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于 正 无 穷 大 ,所 以 矩阵 4 至少 存在 一 个 正 的 特征 值 .由 微 积分 中 的 
方法 还 可 得 知 矩 阵 4 的 特征 方程 仅 有 一 个 正 根 。 对 于 更 一 般 的 情 
况 由 Descartes 的 符号 规则 描述 了 按 ^ 的 降 寡 排列 的 实数 多 项 式 的 
正 根 的 个 数 (包括 重 根 的 个 数 ) 或 是 等 于 SO) 的 系数 正 负 号 改变 
的 次 数 或 者 等 于 这 一 次 数 减 去 一 个 偶数 。 


练 习 


6. “运用 微分 的 方法 证 明 矩 阵 4 的 特征 方程 仅 存在 一 个 正 根 ,并 验证 Descartes 的 
符号 规则 (其 证 明 可 见 Dickson 的 书 [2])。 


对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 z*? 必定 满足 以 下 方程 组 : 
- Ar! = Az 


上 述 性 质 (2) 可 以 通过 求解 以 上 方程 组 而 直接 推 得 ， 
w FJ 


7 MRO 是 对 应 于 A 的 一 个 特征 向 量 , 证 明 有 zz = 51/2, 和 x; = 
(sasa /AD zy 成 立 ,其 中 1,72 和 zs 均 为 ro) 的 分 量 。 


O AFO 的 第 一 个 分 量 zi 可 以 任意 给 定 , 置 = 1, 则 对 应 于 
A, 的 特征 向 量 为 
1 
S/A; 
5152/4; 
上 述 性 质 (3) 的 证 明 较 为 困难 ,我 们 可 以 根据 下 面 有 关 随 机 甜 
阵 的 着 名 定理 来 证 明 这 一 性 质 。 
定理 ” 设 P 是 一 个 非 负 的 m X mx 矩阵 ,矩阵 了 的 每 一 行 的 行 
和 等 于 1, 且 有 某 一 正 整 数 n, 使 得 p" 的 所 有 元 素 均 为 正 , 则 存在 一 - 
个 行 向 量 4,2 的 所 有 分 量 均 为 正 , 且 满足 


xD — 
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lim P" = eZ, 
Hp e 是 各 分 量 均 为 1 的 列 向 量 , 且 Z 中 各 分 量 之 和 等 于 1. 
练 y 


8. 证明 上 面 的 定理 (Roberts 的 书 [7] 中 的 第 292 页 有 该 定理 的 证 明 )。 


性 质 (3) 可 以 由 以 下 推论 导出 。 

推论 ” 设 A4 是 一 个 mx m 和 矩阵 ,矩阵 A 中 的 各 元 素 均 非 负 ， 
且 有 一 正 整 数 使 得 矩阵 4" 中 各 元 素 均 为 正 . 假 设 宙 是 4 的 一 个 
正 特征 值 , 且 对 应 于 义 的 特征 向 量 x"” 的 分 量 均 为 正 。 则 存在 一 个 
分 量 均 为 正 的 行 向 量 y 使 得 

lim A®/X = XVy. 

以 上 推论 的 证 明 可 见 书 L1], 由 于 书 L1] 可 能 不 容易 查 到 ,下 面 
我 们 将 详 述 上 面 推论 的 证 明 。 

证 明 RDE- DIER, HDR d: = 2? ,dij = 00 
AD HPC’ 的 分 量 均 为 正 ,; 因 此 D7 ! 存在 且 仍 为 对 角 和 矩阵 ,D7 
WHARERAHI. 又 由 D. 二 z ,从 而 有 

[D (1/àDAD]e = D7 (1/4 Ax = e, 
因为 向 量 LD-(1/)4DJje 的 各 分 量 即 为 矩阵 D/A) AD 的 行 
FARAI fa). A A PE D/A AD 的 每 一 行 的 和 均 为 1. 又 因 
WUD A/ADADYF = DOO /XD A'D, Bh EA 
limD™(1/4))A"D = «Z, 
式 中 2 的 分 量 均 为 正 , 从 而 当 n 充 分 大 时 ,LD7'(1/ 加 )ADT 了 的 各 元 
素 均 为 正 。 进 而 有 : 
lim (1/4})A" = D2D™ = xy 

Hy = ZD 的 分 量 均 为 正 。 

以 下 我 们 就 可 以 对 性 质 (3) 进行 证 明了 ,。 对 任 一 向 量 to» 由 推 





论 可 得 
lim A*ro/A; = x yx, 
tic = yu" ,有 
lim A"z9/4; = cr, 
在 上 式 中 ,只 要 x, 是 分 量 均 非 负 的 非 零 向 量 ， RAC HE. 

至 此 我 们 已 完成 了 性 质 (1) ,性 质 (2) 和 性 质 (3) 的 证 明 ,还 有 
一 个 有 趣 的 性 质 是 : 是 矩阵 A 的 主要 特征 值 , 即 如 果 汉 是 矩阵 4 
的 不 同 于 的 特征 值 , 则 有 Al 二 为. 为 了 证 明 这 一 性 质 , 可 设 Z 
是 对 应 于 六 的 特征 向 量 , 由 AZ = AZ 可 得 42 = XZ, 从 而 有 
CAD AZ = (4/41)"Z ,根据 以 上 推论 就 有 

rY yz = lim (/A,)*Z. 
HA ERIR BR AE EH A 是 其 特征 方程 的 单 根 , 故 必 有 ALA. 

ERA 的 这 一 特性 有 助 于 我 们 更 好 地 理解 性 质 (3) 的 几何 意 
义 , 下 面 的 习题 显示 了 这 一 点 。 


练 习 


9. 假设 如 和 为 是 矩阵 4 的 相 异 的 特征 值 , 且 有 | <Ar lal < AL TT GE 
和 x 分 别 是 对 应 于 国光 和 为 的 特征 向 量 。 又 因 对 于 任 一 向 量 xo, 总 可 以 表 
ARH zo = Cx) 十 Cox) + Coe JERC: Ce 和 Cs 是 适当 的 数 ,证 明 下 式 
成 立 : 

lim Aa /Aq = Cyr, 


有 关 和 矩阵 4 上 述 性 质 的 解释 可 见 [1] 中 的 引言 部 分 .有 关 非 
负 逢 阵 的 性 质 更 一 般 性 的 详细 介绍 ,读者 可 参见 Marcus 和 Minc 
的 书 [6]。 


* eX ee ae that c is positive whenever x, is nonzero with nonnegative 


components. ”与 以 下 句子 “在 上 式 中 只 要 ro 是 分 量 均 非 负 的 非 零 向 量 , 就 有 CWE.” 
重复 ， BN yD. 故 不 详 出 。 译注 
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4. 预测 与 方法 


前 面 提 到 了 总 人 口 的 增长 情况 是 由 前 三 个 年 龄 组 决定 的 ,以 
下 我 们 将 对 其 进行 分 析 。 我 们 将 通过 对 增长 模型 的 下 述 两 个 基本 
性 质 的 解释 来 分 析 。 

性 质 1 ”人口 最 终 以 某 一 不 变 的 速度 增长 。 

ERI 人口 的 年 龄 分 布 随 时 间 的 增加 而 接近 于 一 个 固定 的 
分 布 。 

性 质 | 说 明了 对 每 个 年 龄 组 ;比例 Wi(15Gn 十 1))/W(15n) 
ME n 的 增 大 而 趋 近 于 某 一 个 常数 ,关于 人 口 增长 的 这 一 性 质 ,我 
们 可 以 由 下 面 的 简化 模型 ， | 

W115 Ca + 1)) = AW (15n) 
和 和 前 一 节 中 的 性 质 (3) 导出 。 即 对 任何 非 零 的 初始 人 口 向 量 
W(0), 有 
lim W (15n)/% = lim A"W (0/43 = Cr” 
PC Sa) 表示 第 n 个 时 间 阶 段 末 的 前 三 个 年 龄 组 的 总 人 数 。 对 于 i 
二 1,2,3, 第 i 个 年 龄 组 的 人 数 与 前 三 个 年 龄 组 的 总 人 数 之 比 为 
W,(15)/P(15n). 因此 有 
limW 152) /P 15x) 

o WC15n)/% 

ee PASAD/E 


Cr” 


-一 一 一 一 * 
Caf? 十 Cay? 十 Cr 


(1) 
t 


. Cr 、 ye oa. 
* 原文 此 处 为 Cx) LCD Pp Casi’ HR. 译注 
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AP r ay? AY 是 x 的 分 量 , 由 上 式 我 们 可 知 第 i 个 年 龄 组 
的 人 数 与 前 三 个 年 龄 组 的 总 人 数 之 比 最 终 只 与 特征 向 量 T ”有 


关 , 因 此 我 们 把 x 称 为 稳定 的 年 龄 分 布 。 
wo 习 


10. 应 用 简化 模型 具有 性 质 1 和 性 质 工 这 一 结论 证 明 模 型 
WAS + 1)) = GW (15r). 
也 有 性 质 1 和 性 质 I. 这 里 要 注意 的 是 由 性 质 I 可 得 到 以 下 结果 :如 果 
大 于 ], 则 每 一 年 龄 组 人 数 的 增加 是 无 界 的 :而 如 果 羡 小 于 1, 则 每 一 年 龄 组 
的 人 数 最 终 将 趋 近 于 零 . 另 外 还 应 注意 的 是 ,极限 年 龄 分 布 与 开始 时 的 人 口 
数 无 关 。 


* 


我 们 知道 ,对 于 总 人 口 增 长 模型 
WOS 1)) = GW (5n) 

的 分 析 可 归 诸 于 求解 主 特征 值 宙 及 对 应 的 特征 向 量 e. 求解 
的 问题 就 是 求解 一 个 多 项 式 方程 的 一 个 正 根 , 由 前 面 所 述 我 们 已 
知 该 多 项 式 方程 只 有 一 个 正 根 ,在 本 章 的 附录 中 附 有 用 Newton 
方法 求 此 正 根 的 Fortran 程序 。 此 方法 是 通过 和 迭代 的 步骤 来 通 近 
外 ， 因 为 进行 迭代 时 ,需要 选取 一 个 接近 于 久 的 初始 值 . 下 面 的 结 
论 L2j 是 非常 有 用 的 。 

WA BSR BT PRA. om BM 分 别 是 矩阵 4 的 
Fe) A AN A A EL WA m sS A s< M. 

为 了 说 明 上 述 结论 成 立 , 设 。 表示 列 向 量 e HHA. Hie 
的 所 有 分 量 均 为 1. BRA em STA eM ,这 里 不 等 式 的 含义 
是 指 对 于 不 等 号 两 边 向 量 所 对 应 的 各 分 量 不 等 式 均 成 立 , 由 于 


: al 、 wy as 
* VAX MER Nps gi ATR 一 PELE 
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Ax? = Ac”, AREE TAIT? = Ar”? iz’ 的 各 分 量 均 为 正 ， 
BA mear? SAd < Mes, LAT EER Hm Sas 
M. 对 于 矩阵 4 的 行 和 也 有 类 似 的 结论 。 

前 面 我 们 已 证 明 了 以 下 向 量 
1 
s,/a, | 
S152/ Ài 


rD 二 





给 出 了 一 个 稳定 的 年 龄 分 布 。 
练 J 


ll. 设 G 如 习题 2 中 所 给 定 ,计算 内 率 增 长 率 A ARE ER xc. 用 zz 
来 还 近 每 一 年 龄 组 人 数 与 总 人 数 的 百分比 的 极限 值 ( 见 习题 10) .然后 将 该 
题 的 结果 与 习题 2 的 计算 结果 进行 比较 。 
12. 当 内 训 增 长 率 等 于 1 时 ,会 有 什么 样 的 结论 ?这 时 稳定 的 年 龄 分 布 是 什么 ?对 
于 习题 2 的 假设 条 件 ,确定 使 得 内 下 增长 率 久 = 二 1 的 出 生 率 刀 和 儿 的 修正 
Ë. 
5 i 论 
虽然 本 章 的 分 析 是 从 一 个 特殊 的 例子 着 手 的 ,然而 这 种 分 析 
的 方法 可 应 用 于 引言 中 所 给 出 的 概念 模型 。 我 们 把 人 口 按 相等 的 
年 龄 长 度 分 组 ,并 以 这 一 年 龄 长 度 的 倍数 预测 未 来 人 口 的 增长 .我 
们 假定 了 出 生 率 和 死亡 率 是 固定 的 ,这 是 进行 预测 的 基础 .这 一 假 
设 对 于 人 口 的 长 期 预测 来 说 ,其 合理 性 是 有 争议 的 .我 们 还 假定 了 
出 生 率 和 死亡 率 是 已 知 的 。 对 于 这 些 可 以 从 人 口 普 查 资 料 中 得 到 
的 参数 的 讨 论 ,读者 可 以 参阅 KeyfitzL3] 和 天 eyfitz,Flieger[4] ,后 
者 包括 了 美国 在 内 ( 表 1 一 3) 的 七 十 个 国家 的 人 口 统 计 资 料 。 另 
外 ,这 些 参考 文献 中 还 包括 了 有 关 这 一 章 中 提出 的 模型 的 改进 和 
扩展 的 讨论 。 











表 1 1966 年 美国 的 女 婴 出 生 率 
(出 生 的 女 婴 人 数 /妇女 的 人 数 /年 龄 区 间 ) 中 
年 龄 组 比率 
3—10 . 00102 
10—15 . 08515 
15—20 . 30574 
20—25 , 40002 
25—30 . 28061 
30—35 . 15260 
35—40 . 06420 
40—45 . 01483 
45—50 . 00089 


年 龄 组 
0 一 5 


年 龄 组 
45 一 50 
50—55 
55—60 
60—65 
65—70 
70—75 


75—80 
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表 2 196 Iian hA 
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13. 
14. 


附 


O00 9229 4 


£3 
年 龄 组 
0 一 -5 
5 一 10 
10—15 
15--20 
20—25 
25—30 


30—35 


1966 年 美国 的 女性 人 数 (单位 : 千 人 ) 


AR 
9.715 
10,226 
9,542 
8,806 
6,981 
5 +840 
5.527 
5,987 


6,371 


80—85 
85 ELE 


ARK 
5,978 
5,498 
4,839 
4,174 
3,476 
2,929 
2,124 
1,230 
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用 表 1 一 3 中 给 出 的 有 关 美 国 女性 人 口 的 数据 重 做 习题 1 和 习题 11. 
推导 有 关 美国 男性 和 女性 的 年 龄 结构 模型 。 方 法 之 一 是 假设 有 关 女 性 人 口 
的 模型 成 立 , 对 于 每 一 个 出 生 的 女 婴 对 应 地 有 一 个 出 生 的 男 婴 ,男性 人 口 的 


存活 率 为 常数 。 对 于 有 移民 迁移 的 情况 模型 应 该 怎样 建立 ? 


录 


习题 2 的 Fortran 程序 


THE ARRAY G IS INITALIZED WITH GIVEN RATE DATA 
THE ARRAY WB IS INITALIZED WITH INITIAL POP. DATA 


THE ARRAY W AND WC ARE WORKING ARRAYS 


NL REPRESENTS THE NUMBER OF PERIODS CONSIDERED 


DIMENSION G(5,.5),W(5),WBC5), WC(5) 





oOo won o VT e WY N 


Boe ep ew we BO’ 
oN o oF a w N YF OG 


19 


25 


10 


12 


13 


30 
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READ 1 NL 

FORMAT (12) 

READ 2,(G(1,J) ,J=1,5),1=1,5) 
FORMAT (5F10. 5) 

READ 2, (WBC) ,J=155) 

PRINT 10 

FORMAT (1! {INITIAL GROWTH MATRIX’) 
DO 3 1=1,5 

PRINT 11, (G0,J),]J=1,5) 
FORMAT( ',5F10. 2) 

PRINT 12 

FORMAT( ','INITIAL POPULATION OF AGE GROUPS) 
PRINT 13, (WB(D,1= 1,5) 
FORMATC ,5F10. 2) 

DO 6 N=1,NL 

DO 51=1.5 

W(I)=0.0 

4 J=1,5 

WCD=W1)+G01,)) * WROD) 
CONTINUE 

P=0.0 

DO 30 I=1,5 

P=P+ Wu) 

DO 31 I=1,5 


26 WCM =W(D/P 


27 
28 
29 
30 
31 


31 


14 


19 


WB(D =W(D/WB() 

PRINT 14,N 

FORMAT C0’' ,PERIOD’ ,13) 

PRINT 19,P 
FORMAT C ',/TOTAL POPULATION’ ,F25. 2) 


W CONTAINS PROJECTED POPULATION FOR NEXT PERIOD 
WC CONTAINS POPULATION DISTRIBYTION 
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C WBCONTAINS GROWTH RATES FOR AGE GROVPS 
C 
32 PRINT 16, CW(D ,I=1,5) 
33 16 FORMATC ',/POPULATION OF AGE GROVPS' ,5F15. 2) 
34 PRINT 21, (WC(D .I=1,5) 
35 21 FORMAT( ',’POPULATION DISTRIBUTION’ ,5F15. 5) 
36 PRINT 23,( WBC), I=1,5) 
37 23 FORMATC’ ',’GROWTH RATE FOR AGE GROVPS' ,5F15. 5) 
38 DO 6 I=1,5 


WB IS INITIALIZED FOR NEXT PERIOD 


rman 4 


39 WB(D=W(1) 
40 STOP 
4l END 


hv FA Newton 方法 求 多 项 式 通 数 f(z) =ar’ + a + ar + 
ay 的 根 的 Fortran 程序 
C 
C A3A2 A1 AO REPRESENT GIVEN COEFFICIENTS 
C 
READ 1,A3,A2,A1,A0 
1 FORMAT(FI10. 5) 5 
。 PRINT 2,A3,A2,A1,A0 
2 ”FORMAT(' ',"POLYNOMIAL COEFFICIENTS’ ,4F10. 5) 
X1=1.0 
10 X=X1 
F=A3xXx «3+A2*X* «2+Al *X+A0 
DF=A3x 3xXx e2+A2"2*X+Al 
X1=X—F/DF 
PRINT 3,X1 
FORMATC ','APPROX IMATE ROOT" ,F10. 5) 
IF(ABS(X—X1). GT. . 0001)GOTO10 


© cc «uu co Co tm w Ñ e 


e ae e 
eo 一 & 
w 





9, 


10. 


ll. 


12. 


39 


IF CE. GT. . 0001)GOTO10 
STOP 
END 


入 


A 


- 仍 有 许多 问题 尚未 解答 . 例如 , 如何 估 计 出 生 率 和 死亡 率 ? 当 多 许 移民 情况 发 生 
时 ,模型 又 会 是 什么 样 ? 把 与 环境 、 政 治 . 社 会 和 经 济 因素 有 关 的 出 生 率 和 死亡 


率 都 考虑 到 模型 中 去 又 会 怎样 呢 ? 


. (本 习题 对 了 解 用 模型 来 预测 人 口 增长 的 情况 是 必要 的 ,) 在 本 题 中 ,读者 可 以 


选择 不 同 数值 的 出 生 率 和 死亡 率 , 由 于 人 口 的 极限 增长 率 和 人 口 的 年 龄 分 布 与 
开始 时 的 人 口 数 是 无 关 的 ,因此 ,非常 有 趣 的 是 我 们 可 以 设 定 不 同 的 初始 人 口 
数 ,采用 相同 的 增长 矩阵 来 求解 。 应 用 所 给 出 数据 可 得 增长 率 因 = 1.455 和 各 
年 龄 组 的 人 数 与 总 人 数 之 比 的 分 布 (0. 388 ,0. 261,0. 172,0. 110,0. 068)。 


， FU ARE. 

.注意 规律 性 。 如 果 模 型 包含 大 重 的 年 龄 组 的 话 , 这 种 规律 性 将 帮助 你 找到 答案 ， 
管 案 是 4 之 5. 

有 关 方 程 理论 的 书 均 有 Descartes 的 符号 规则 的 证 明 。 也 可 以 通过 对 特征 多 项 


式 导 数 的 符号 的 分 析 来 证 明 该 题 。 


:容易 求 得 此 线性 方程 组 的 解 . 注意 利用 规律 性 。 
对 于 随机 和 手 阵 ,这 是 一 个 基本 的 结论 。 本 章 末 所 列 用 的 参考 书 中 有 其 证 明 ,大 多 


数 在 关上 随机 过 程 的 书 也 有 该 结论 的 证 明 。 

读者 肯定 已 知 对 应 于 不 同 特征 向 量 的 特征 值 是 独立 的 。 
这 一 习题 很 重要 。 读者 可 以 应 用 简化 模型 的 结论 和 关系 式 Wi 十 15) = 
Si Witt) 来 考虑 后 面 年 龄 组 的 情况 。 
由 录 中 有 求 h 的 计算 机 Fortran 程序 。 这 对 研究 根 相对 于 出 生 率 和 死亡 率 
变化 的 灵敏 度 是 有 意义 的 .本 题 中 心 = 1. 45487. 
设 刀 十 工 租 包 十 ?表示 修正 的 出 生 率 和 死亡 率 , 计算 对 应 的 新 的 特征 方程 . 假 
BA = EFEK WORE A Co. y) 是 直线 0.98r 十 0.9408y 一 一 1.4108 
上 的 一 点 , 且 还 有 久 +2 > Rat y> 0. 因此 使 凡事 增长 率 等 于 1] 的 zx 和 
y 有 多 种 选择 。 


该 题 要 求 把 模型 扩展 为 将 人 口 划 分 为 18 个 年 龄 组 的 情况 ‘年龄 区 间 的 长 度 为 


5 年 )。 对 于 年 龄 区 间 长 度 为 5 年 的 例子 ,以 前 的 方法 均 可 沿用 。 附录 中 的 程序 
须 稍 作 修改 。 在 解 特征 方程 和 稳定 年 龄 分 布 的 过 程 中 ,应 当 注意 习题 4 和 习题 
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参 


教 


7 的 结果 的 规律 性 。 
14. 同时 考虑 男性 和 女性 人 口 的 模型 可 直接 运用 36 阶 的 增长 矩阵 ,在 模型 中 考虑 
移民 迁 人 情况 的 方法 之 一 是 :假设 任 一 时 期 内 , 迁 入 某 一 年 龄 组 的 移民 人 数 与 
.各 给 届 民 中 该 年 龄 组 的 人 数 成 正比 
此 
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师 参 考 
在 本 章 的 备课 过 程 中 ,我 们 所 赞赏 和 推崇 的 方法 就 是 要 有 信 


心 去 了 解 所 发 现 的 事情 。 在 对 线性 代数 的 基本 概念 已 有 了 解 的 前 
提 下 ,除了 习题 6 和 习题 8 中 的 某 些 参考 文献 以 外 , 这 一 章 的 内 容 
是 独立 的 。 


本 章 的 第 2 节 给 出 了 模型 的 一 种 简单 的 应 用 ,第 2 节 的 习题 


2 描述 了 用 该 模型 预测 人 口 增 长 的 情况 。 习题 2 的 结论 是 基本 的 。 


本 章 的 第 3 节 讨论 了 非 负 和 矩阵 的 性 质 。 建 议 在 第 一 遍 阅读 第 3 节 


时 就 能 理解 性 质 (1) ,性质 (2) 和 性 质 (3) ,这 样 就 可 以 继续 阅读 第 
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4 PMR 5 节 。 在 第 4 节 中 ,第 3 节 的 结果 被 用 来 解释 习题 2 中 的 
情况 .在 最 后 一 节 即 第 5 节 中 ,要 求 读者 把 模型 运用 于 美国 的 女性 
人 只 的 情况 中 。 本 章 的 附录 中 有 求解 习题 2 和 习题 11 的 Fortran 
程序 ,为 了 完成 习题 12, 则 要 对 这 些 程序 稍 作 修改 。 

目的 ”用 线性 代数 的 概念 对 一 个 基本 的 人 口 统计 模型 进行 分 
析 。 

预备 知识 ”线性 代数 的 基本 概念 : 基 \ 特 征 值 \ 特 征 向 量 、 特 征 
方程 。 基 本 的 程序 设计 能 力 。 

注 用 一 次 课 的 时 间 就 可 以 对 模型 及 其 预测 作 一 个 介绍 。 模 
型 的 理论 分 析 涉 及 到 了 大 学 的 线性 代数 课程 中 所 学 过 的 许多 概 
念 ,因此 在 介绍 模型 的 理论 分 析 时 则 需要 更 多 的 时 间 。 在 本 章 ,党 
握 和 矩阵 的 运算 和 性 质 ,运用 计算 机 求解 多 项 式 方程 并 进行 人 算 阵 乘 
法 运算 ,还 有 理论 证 明 推 导 及 图 书 参考 查阅 工作 等 等 ,这 些 都 是 基 
本 的 要 求 。 本 章 的 附录 还 为 教师 提供 了 Fortran 程序 以 作为 参考 。 





第 3 章 


生物 种 群 增长 的 若干 确定 性 模型 
与 随机 模型 的 比较 


Helen Marcus— Roberts * 


Dit 


1. 5] 


许多 年 以 来 ,哲学 家 们 一 直 争论 不 体 的 一 个 问题 就 是 把 世界 
看 作 是 基本 确定 的 还 是 认为 在 自然 发 展 的 过 程 中 存在 偶然 的 因 
素 。 而 对 数学 模型 的 建立 来 说 , 所 面临 的 基本 问题 就 是 把 事物 看 作 
是 确定 的 还 是 随机 的 。 然 而 模型 的 设计 者 在 做 此 选择 时 并 不 需要 
在 哲学 上 进行 决 择 , 我 们 可 以 通过 事物 的 确定 性 来 了 解 其 基本 的 
随机 性 ,或 通过 事物 的 随机 性 来 了 解 其 基本 的 确定 性 。 本 章 中 ,我 
们 将 通过 从 某 些 现象 的 确定 性 模型 和 随机 模型 中 所 获取 信息 的 难 
易 程 度 来 进行 比较 和 对 照 , 同 时 通过 给 出 每 一 阶段 的 确定 性 模型 
和 随机 模型 交替 地 研究 生物 种 群 数量 增长 模型 和 增长 复杂 性 的 模 
型 。 在 研究 的 过 程 中 ,我 们 将 要 对 有 关 建 立 模型 的 工具 和 方法 以 及 


* Department of Mathematics and Computer Science. Montclair State College. Upper 
Montclair , NJ07043. 
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有 关 生 物种 群 增长 的 数学 进行 描述 ,这 对 我 们 了 解 本 章 是 有 帮助 
的 。 

本 章 的 内 容 是 这 样 安排 的 :第 2 节 简 要 讨论 模型 建立 的 基本 
原理 ,第 3 节 探 讨 概率 母 函数 ,第 4 节 讨 论 单纯 繁殖 过 程 中 微分 方 
程 组 一 般 形式 的 推导 ,第 5 节 给 出 了 有 关 生 物种 群 数量 增长 的 模 
型 。 


2. 模型 建立 的 基本 原理 


在 对 实际 情况 开始 进行 模拟 之 前 ,数学 模型 的 设计 者 将 面临 
各 种 各 样 的 理论 和 实际 问题 的 决 择 。 下 面 我 们 将 简要 地 讨论 有 关 
的 三 种 决 择 。 首 先是 仅 用 于 一 般 预 测 目的 的 模型 与 一 类 其 参数 揭 
示 了 被 考虑 的 实际 现象 的 内 在 深刻 意义 的 模型 之 间 的 决 择 ,其 次 ， 
正如 我 们 在 前 面 已 提 到 的 ,也 就 是 在 确定 性 模型 和 随机 模型 之 间 
进行 选择 。 最 后 一 种 决 择 是 在 自然 现象 与 描述 这 些 现象 的 数学 方 
法 之 间 进 行 选择 。 下 面 我 们 将 对 这 三 种 选择 进行 详细 的 讨论 。 
2.1 一 般 性 预测 模型 与 含有 深刻 意义 的 参数 模型 


模型 的 设计 者 可 以 建立 用 于 一 般 性 预测 的 模型 ,这 类 模型 中 
的 参数 与 正在 研究 的 情况 没有 特别 的 联系 。 或 者 说 ,模型 的 设计 者 
可 以 结合 有 关 现 象 的 假设 来 建立 模型 .显然 ,模型 的 用 途 将 决定 模 
型 的 类 型 。 以 下 我 们 以 在 某 一 寄生 体内 症 原 虫 数量 增长 的 模型 作 
为 一 个 例子 来 进行 说 明 。 症 疾 曾 是 能 够 毁灭 整个 文明 世界 的 最 具 
破坏 性 的 疾病 之 一 。 今 天 ,在 非洲 ,远东 和 中 东 仍 有 症 疾 病 发 生 的 
情况 。 简单 地 说 , 闪 疾 是 由 一 种 寄生 虫 引起 的 ,这 种 寄生 虫 是 由 哆 
吸 了 被 感染 症 疫 病 的 人 血 或 动物 血 的 蚊子 所 携带 的 。 症 原虫 在 蚊 
子 体内 经 过 性 繁殖 并 在 蚊子 再 次 吸血 时 把 被 感染 ( 带 有 症 原虫 ) 的 
血 转 换 到 正常 人 或 动物 的 血液 中 ,在 人 体 血液 中 , 症 原 虫 侵入 红 血 
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球 并 进行 无 性 繁殖 在 一 个 红血球 中 ,一 个 单独 的 首 原 虫 就 可 以 繁 
殖 为 12 至 40 个 新 的 痉 原 虫 (其 繁殖 的 数量 根据 首 原 虫 的 种 类 而 
定 ) ,从 而 导致 红血球 破裂 释放 出 这 些 症 原虫 。 这 样 就 使 更 多 的 红 
血球 受到 感染 并 且 又 重复 以 上 过 程 .因此 ,红血球 破裂 的 过 程 非常 
具有 规律 性 , 所 有 被 感染 的 红血球 大 约 第 48 或 72 小 时 破裂 ,其 破 
裂 时 间 间 隔 的 长 短 与 首 原 虫 的 种 类 有 关 。 这 个 规律 是 非常 容易 发 
现 的 ,因为 每 隔 48 或 72 小 时 就 会 有 发 冷 和 发热 的 特征 表现 (这 是 
当红 血球 破裂 时 蛋白 质 受到 撞击 的 一 种 表现 形式 )。 如 果 定 期 地 取 
出 血样 ,就 能 发 现 症 原虫 数量 的 增加 和 减少 ,图 3. 1 ERREAL 
数量 的 图 形 ,从 图 中 我 们 可 看 到 有 许多 高 峰 和 低谷 。 在 给 定 的 某 一 
天 里 ,预测 痉 原 虫 数量 的 经 典 模型 之 一 是 y 函数 , 即 y= cate” HE 
中 二 表示 所 指定 的 那 一 天 ,y 表示 症 原 虫 的 数量 ,a,6,c 可 根据 数 
据 * 估计 得 到 。 7 函数 是 严格 的 单 峰值 函数 ,在 图 3. 1 中 我 们 用 点 
线 表示 。 运 用 7 函数 我 们 可 以 对 症 原 虫 的 数量 作 一 个 粗略 的 预测 。 
除 此 之 外 ,7 函数 的 用 处 就 不 大 了 。( 统 计 的 拟 合 优 度 2? 表明 7 R 
数 不 是 好 的 拟 合 函数 ,) 

另 一 种 近似 模拟 症 原虫 增长 的 模型 考虑 了 症 原 忠生 长 过 程 中 
的 循环 特性 。 在 这 类 模型 中 ,参数 是 模型 的 一 个 重要 部 分 . 这 种 模 
型 通过 运用 分 枝 过 程 对 症 诛 虫 的 增长 情况 进行 模拟 。Marcus 一 
Roberts 和 Roberts""! 首 先进 行 了 这 种 尝试 。 综 上 所 述 , 在 建 模 时 ， 
模型 设计 者 必须 详细 地 考虑 模型 的 目的 和 用 途 , 然 后 在 上 述 两 类 
模型 之 间作 出 选择 本 章 中 ,我 们 将 要 考虑 的 模型 是 模型 中 的 参数 
与 实际 背景 有 明显 联系 的 生物 种 群 增长 模型 。 


2. 2 ”确定 性 模型 与 随机 模型 
生物 种 群 增长 的 确定 性 模型 是 根据 以 下 假设 建立 的 ; 当 给 定 


apic 按 公式 c = FOYE b= (方差 ),a = Ela; 一 下 3 由 矩 傅 计 而 得 到 ， 
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图 3.1 ER Dee BAR 


了 某 种 群 在 某 一 初始 时 刻 的 状态 ,就 可 以 精确 地 预测 出 该 种 群 未 
来 的 发 展 状况 ,也 即 该 种 群 的 增长 情况 .这 类 确定 性 的 模型 不 允许 
有 任何 随机 的 波动 。 也 就 是 说 ,对 于 一 个 特定 的 事件 ,例如 小 孩 的 
出 生 , 绝 对 肯定 是 会 发 生 的 。 在 确定 性 模型 中 ,假定 种 群 数量 足够 
地 大 , 且 决 定 出 生 率 与 死亡 率 的 因素 是 不 变 的 ,这 样 就 使 随机 波动 
的 效果 可 以 忽略 不 计 。 在 非常 理想 的 条 件 下 ,对 于 庞大 的 种 群 ,这 
种 随机 波动 的 影响 是 可 以 被 忽略 的 ,例如 ,如 果 我 们 对 人 体内 数 届 
百 万 计 的 细胞 (红血球 ,或 疤 原 虫 ) 进 行 研究 ,那么 几 百 个 细胞 所 产 
生 的 影响 就 可 以 忽略 不 计 了 。 

假设 生物 种 群 的 增长 是 一 个 随机 事件 ,也 就 是 说 ,在 给 定 的 时 
间 区 间 内 , 一 个 有 机 休 ( 细 胞 或 寄生 虫 ) 可 以 以 一 定 的 概率 思 繁 
殖 , 其 中 0<p<1. 在 以 上 基本 假设 的 基础 上 我 们 可 以 建立 增长 
的 随机 模型 。 绝 对 确定 的 事件 是 不 存在 的 。 我 们 可 以 通过 在 过 程 
中 考虑 事件 的 偶然 性 和 随机 波动 性 ,并 将 这 种 思想 引进 我 们 的 模 
型 之 中 ,对 于 数量 很 少 或 数量 经 常 变化 的 种 群 ,考虑 随机 波动 的 影 
响 是 很 有 效 的 。 

在 图 3. 2 中 ,我 们 通过 图 形 来 表示 确定 性 模型 与 随机 模型 之 
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间 的 区 别 , 并 通过 图 形 来 说 明 我 们 常常 看 到 的 这 样 的 现象 , 即 确定 
性 模型 的 解 往往 就 等 于 随机 模拟 的 期 望 值 .因此 ,从 某 种 意义 上 来 
说 ,随机 模型 的 解 比 确定 性 模型 的 解 提供 给 我 们 更 多 的 信息 (对 此 
我 们 将 在 第 5 节 中 进行 详细 的 讨论 ;。 所 以 ,许多 模型 设计 者 不 论 
他 们 的 世界 观 如 何 都 认为 随机 模型 更 接近 于 实际 的 情况 。 另 一 方 
面 , 某 些 人 求助 于 随机 模型 只 是 由 于 实际 上 他 们 还 没有 理解 确定 
性 过 程 的 实际 , 义 ,在 第 5 节 中 ,我 们 将 对 种 群 简单 增长 的 确定 性 
模型 和 随机 模型 进行 推广 并 将 工 者 进行 比较 ， 


种 群 的 数量 





EE m4 时 间 
图 3. 2 随机 模型 与 确定 性 模型 的 图 解 表 示 
2.3 ”自然 现象 与 数学 的 关系 


描述 生物 变化 过 程 ( 和 非 生物 的 现象 ) 的 许多 模型 的 建立 必须 
同时 兼顾 到 生物 现象 与 数学 二 者 之 间 的 差异 。 如 果 要 用 模型 来 反 
映 生物 演变 过 程 的 复杂 性 ,那么 我 们 就 会 发 现 , 当 模 型 设计 得 与 自 
然 现 象 越 接近 时 ,从 数学 的 角度 来 看 ,模型 就 变 得 越 来 越 难于 学 
握 。( 由 于 目前 最 先进 的 计算 机 以 及 计算 方法 ,上 述 不 利 的 情况 有 
所 改善 .) 对 于 太 过 于 粗糙 而 失去 了 实际 意义 或 导致 了 错误 结论 的 
模型 ,或 是 从 数学 角度 上 看 来 太 过 于 复杂 的 模型 ,我 们 常常 采用 一 
种 折衷 的 方法 来 进行 处 理 。 下 面 我 们 将 通过 对 模型 作 越 来 越 接近 
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TERAK BUS Fe BY AE H BR PRIX — OL 

在 第 5 节 中 ,我 们 还 将 交替 地 介绍 两 种 可 以 用 来 解答 我 们 在 
前 面 所 提 到 的 模型 中 相同 的 数学 问题 的 方法 。 求 解 模型 的 方法 之 
一 要 求 具 备 概率 母 函 数 的 知识 。 因 此 ,在 第 3 节 中 ,我 们 将 对 概率 
母 函 数 及 其 运用 作 一 个 简单 的 介绍 ,并 和 希望 以 前 没有 接触 到 这 个 
内 容 的 读者 也 会 对 此 产生 兴趣 。 


3. 概率 母 范 数 


3-1 定义 和 基本 结论 


定义 TE oo,ala 是 一 个 实数 数列 。 如 果 
ACG) = a + as + as? 十 as 十 …， 
在 某 一 区 闻 一 %<s<so URS MBE ACs) 为 数列 taj} 的 母 函 数 。 
有 两 点 应 当 注 意 : (1)s 只 是 一 个 是 元 (或 指示 变量 ) ,实际 上 
吕 要 注意 ;在 上 式 中 的 位 置 即 可 ; (2) 如 果 数 列 {aj} 有 和 界 , 则 ACs) 
至 少 在 |s1 二 1 上 是 收敛 和 的。 以 下 我 们 来 考虑 两 个 例子 。 
(a) 设 数列 taj) 为 1,1,1,…。 如 果 |s| 二 1, 则 
AG)= 1+ lisle tles +e 
二 1 寺 s 十 十 名 十 … 


~ Ts 
因此 数列 1,1,1,…! 的 母 防 数 是 1/ (1 一 3). 
(b) #2 aQ=1,a,=1/1! ,02 =1/2! „a3; =1/3! "sa ™=l/ 
k! s**a Di 





48 


AG) =14 est is H bet ttt =e, 


一 种 非常 有 趣 的 特例 是 数列 (aj) 的 各 元 素 均 为 概率 的 情况 。 
显然 这 种 概率 分 布 组 成 的 数列 是 有 界 的 ,假设 XX 是 一 个 取 值 为 0， 
1,2,… 的 离散 随机 变量 ,对 应 的 概率 为 ;pj 一 pLX 二 让 . 则 称 母 函 
数 

PG) = > p 


Ae A a. HERE p(s)=E[Ls*j, 因 此 对 应 的 概率 分 布 列 是 由 
P(s) 唯 一 确定 的 , 即 已 知 PG3), 则 可 以 确定 概率 POX = j]. 

在 第 4 节 中 我 们 将 可 以 知道 ,在 概率 PLX = jj 未 知 的 情况 
下 ,从 一 组 假设 着 手 可 求 得 概率 母 图 数 。 由 于 概率 母 函数 可 以 叭 一 
地 确定 一 个 概率 分 布 列 , 因 此 ,我 们 可 以 用 概率 母 函数 来 求 随机 变 
量 的 概率 分 布 列 以 及 均值 和 方差 等 等 。 特 别 地 给 定 了 一 个 概率 母 
函数 ,我 们 可 以 导出 以 下 结论 。 

(a) 

7S == PAX = j] 

上 式 的 证 明 将 留 给 读者 自己 去 完成 ,这 是 本 节 末 的 习题 ER 
意义 在 于 , 对 于 一 个 离散 分 布 ,如 果 已 知 概率 母 函 数 ,就 可 求 得 其 
概率 分 布 ， 而 两 个 不 同 的 分 布 不 可 能 有 相同 的 概率 母 函 数 。 

(b) 要 证 明 {7),} 是 概率 分 布 列 这 一 结论 ;只 需 证 明 PQ)=1, 
因为 





on 


P= D PAX = jJ’ h 


= P(X = j] 
=] 
Cc) 通 过 对 概率 母 函 数 求 导 , 易 得 均值 x 和 方差 
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PO) = E(X) = p. © 9) 
PO + PA) TPO) = ERX — p)*] = 0%, (2) 
WEAR 


P'(s) |= dP (s) 


ds 





= DP PLX = jjj lh 
j=0 


= SPIx = jy 
= E[X] 


= fH, 


((2) 式 的 证 明 将 留 给 读者 自己 去 完成 ,这 是 本 节 末 的 习题 2.) 
3.2 某 些 重要 概率 分 布 的 概率 母 函 数 


对 应 以 下 各 概率 分 布 , 我 们 将 要 确定 其 概率 母 函数 ,并 且 将 通 
过 例子 来 介绍 概率 母 函 数 的 运用 。、 

3.2.1 二 项 分 布 

二 项 分 布 就 是 满足 以 下 条 件 的 分 布 : 

(1) 在 完全 相同 的 条 件 下 重复 n 次 试验 (n 次 完全 相同 的 试 
K); 

(2) 试 验 是 独立 进行 的 ; 

(3) 试 验 结果 分 为 成 功 Ls] 或 失败 LF 两 类 ， 

(4)P,Lsj] 二 p,p 是 常数 , 且 P,[F]=1 一 p=4. 

我 们 感 兴趣 的 是 确定 在 n 次 试验 中 次 成 功 的 概率 P.[X= 
k]. 我 们 有 


P[X =k) = 4 pig, 


| 注意 到 立 | "| tat otr | RAFE RAA: 
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Ps) = > | "| pig” *s* 
k=0 


7 n 4 (ps)kgt# 
so \RI 








= (ps + q)". 
BARA BR, RN Kise PLX=2)], 84% 
1 d?P(s) 1 d? n 
ar de T gy gel + 0" 
d 
= oT Jes + 9)" pj 
= MU Ops Fop. 
因此 得 
dep 一 
oT cm -一 ar (p+ 0+ gp 
一 aes 1) n—2 p? 
— 4 2 nn—2 
一 pa 


显然 用 同样 的 方法 可 以 求 P,[X=k 有 ,k= 二 0,1,…,n， 对 于 求解 二 
项 分 布 的 均值 可 先 对 pCR. BD 
PC = (ps + 9)" = ncps +g)" 
然后 计算 s=1 时 P'(s) 的 值 ,也 就 是 
p= P'a) = nlp t+ pT p= n.1 e p=nep. 

事实 上 ,在 二 项 试验 中 ,其 成 功 的 均值 为 wp 是 众所周知 的 。 

为 了 求 二 项 分 布 的 方差 ,必须 计算 DPO POOE 
的 值 ,首先 求 P'a): 
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n d’ d n- 
PX) = qa ZO) mg, A + pp) oy 


= n(n — 1) (ps + gp? p |= 
P"O) = n(n — 1)(p H DTP = n(n — 1). 
然后 由 下 式 计 算 方差 
o= n(n — DE + np — (np)? 
= np? 一 np? + np — rep 
= np — np’ 
= np — p) = npg. 
当然 二 项 分 布 的 方差 为 pa 也 是 大 家 已 经 知道 的 结论 。 
3.2.2 Poisson 分 布 
Poisson 分 布 是 计算 某 一 事件 在 某 一 时 间或 空间 中 出 现 次 数 
的 离散 分 布 。 事件 出 现 的 次 数 可 以 有 无 限 多 次 ,因此 二 0,1,2,… 
(但 是 的 观察 值 通常 是 较 小 的 )。 利 用 Poisson 分 布 可 对 某 一 空间 
或 时 间 内 随机 事件 发 生 的 情况 进行 描述 (例如 ,在 伦敦 上 空 出 现 炸 
弹 的 次 数 ,田野 里 植物 的 空间 分 布 以 及 某 一 工厂 中 意外 事故 的 分 
布 情况 )。 
Poisson 分 布 是 用 下 式 定 义 的 , 即 





P[X =k] = = x 
有 时 我 们 又 把 Poisson 分 布 称 为 二 项 式 指数 的 极限 ,这 是 由 于 





apa 
Poisson 4} 4p At) HS EE BRK A : 
on —A Qk 
P()= >> S i s 








一 ete) 
运用 Poisson 分 布 的 概率 母 函 数 ,我 们 可 以 证 明 以 下 结论 ”: 

G) PU)=e "=e =],; 

Qi) WP (s) = deo? OP!) S=A=ELX j= jy; 

GD P's) =e BOP") =2, BIKA 

P= PPM) + PO) ~ GO) =A +A~-KP RA 
我 们 已 知 Poisson 分 布 的 均值 和 方差 都 等 于 4 因此 ,由 Poisson 4} 
布 的 概率 母 函数 即 可 知 ,指数 中 (一 1) 的 系数 就 是 Poisson 分 布 的 
均值 和 方差 。 又 由 概率 母 函 数 的 唯一 性 知 , 如 果 概 率 母 函数 为 
eo") , 则 对 应 的 Poisson 4} 7p BIA P, X=k]=e75t/k! 且 其 均值 
和 方差 等 于 5. 


Giv) 读 者 可 自己 证 明 下 式 
1 dPG)| _ eN 
k! dst |o À! 








(此 为 本 节 末 的 习题 4. ) 

3. 2.3 几何 分 布 和 负 二 项 分 布 

我 们 经 常 也 把 几何 分 布 和 负 二 项 分 布 称 为 等 待 时 间 分 布 。 考 
虑 一 个 试验 ,其 成 功 的 概率 为 p, 失 败 的 概率 为 =1 一 p, 且 试验 是 
独立 进行 的 。 我 们 感 兴趣 的 是 :在 第 次 试验 中 首次 成 功 的 概率 ， 
可 用 下 面 的 图 形 来 表示 


试验 I 2 3 4 = k—l k 
结果 RM RM 失败 失败 … 失败 ”成功 
k—] (R=1,2,.°) 


如 果 我 们 用 随机 变量 X 来 表示 首次 成 功 的 试验 ,那么 我 们 感 兴趣 





方差 ,此 为 本 节 末 的 习题 5， 从 而 我 们 可 以 了 解 
LABS FES. 
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的 问题 是 确定 
Pri X =k). 
我 们 可 导出 : 
PriX = k] = gi p,k = 1,2,3", 
上 式 即 为 几何 分 布 ,其 概率 母 函 数 为 : 


P(s) — Sgt lps 
k=] 
— ps Y gt 
k=) . 


= ps2 — sy 
— P5 
1 — qs’ 
CGEA Ha FL fal o> A BY E E E EK COREL x, 方 差 和 
PrlX=k]. WAAR AY AE 6. ) 
几何 分 布 的 一 种 逻辑 推广 就 是 等 待 第 m 次 成 功 的 试验 。 我 们 
来 确定 在 第 十 m 次 试验 时 恰好 成 功 第 m 次 的 概率 。 用 图 形 可 表 - 
ANA: 





试验 1 2 3 e m+-k—1 mk 
m—1 次 成 功 ,& 次 失败 .成功 


如 果 用 随机 变量 X 表示 取得 第 m 次 成 功 的 试验 次 数 ,由 二 项 分 
布 ,我们 可 以 通过 统计 前 m 十 & 一 1 次 试验 中 成 功 的 次 数 来 确定 概 
率 PrLX=k& 十 m]。 因 此 有 


Pr{X = k — m]= p 
f 
| 
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其 概率 母 函数 为 


ZIR 一 
P()= >| j m Japs 
&=0 


_ __ sp)” 
(1 — gs)" 


(用 Maclaurin 展开 式 即 可 求 得 上 式 )。( 读 者 可 用 概率 母 函 数 来 it 
Fo 和 Pr[LX=k 十 mj, 此 为 习题 7.) 


练 习 














1. RABE EEE Ba BX 
PO) = > PrlX = J] 
j=0 
证 明 
1 d/P(s) | . 
H ds? s=0 - Prix = j}. 
2. FAP eA EM EL] u WEA PKR 
E[CX — a2] 
dP) dP(s) _ | dp(s) | 2 
~ dè |, ds |;=; ds | :1 








= PO) + PO) ~ CPD). 
3， 由 定义 eS ELX]= > kPr_X =k] H Var(X) = >) (k— 2)? Pr[X =k] = 


k=0 k=0 
SR Pr X =k] 2, HESS} A oo Eo. 并 把 所 得 的 结果 与 
k=) . 
FALL i A EEE BODO BAY e 和 o? 进行 比较 。 
4. 48 Poisson 分 布 的 概率 母 函 数 POs) 一 ee ,证 明 下 式 成 立 


1 d Pis) 
Pr[ X = k] = k! dst 








s=0 


>) (ke? Pr X= 


k=0 


5. 应 用 定义 ee ELX] = 2) Pr[X= 对 ,和 于 =Yar[X]= 
k=0 


k= >) BPrLX—k]— 2, HES Poisson 分 布 的 均值 e 和 方差 o2. 并 把 所 得 的 
k=0 
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结果 与 用 其 概率 母 函 数 所 求 的 结果 进行 比较 。 
6. (a) 用 几何 分 布 的 概率 母 函数 PCs) 二 sp/ (1 一 qs) 
(1) 求 Pr[X=2], 
(2) 计 算 均 值 x， 
(3) 计 算 方 差 o 
tb) 运 用 定义 z=ELX] 和 =E[C(X 一 pj)?] 求 x 和 oa? 并 把 此 结果 与 (a) 中 所 
得 结果 进行 比较 。 
7、 用 负 二 项 分 布 的 概率 母 萎 数 PGs) = Gp)" / CA —gs)™ 重 做 习题 6 


4. 单纯 繁殖 过 程 中 微分 广 
程 组 一 般 形 式 的 推导 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 建立 描述 一 般 繁殖 过 程 的 随机 模型 ,而 在 
第 5 节 中 我 们 则 要 考虑 繁殖 过 程 中 的 一 些 特殊 情况 ,并 把 随机 模 
拟 与 确定 性 模拟 的 情况 进行 比较 和 对 照 。 首先 , 设 X() 表 示 时 刻 : 
的 种 群 的 数量 ,X(z) 取 值 的 大 小 是 带 有 随机 性 的 。 用 数学 语言 5 
描述 为 :XX (是 一 个 随机 变量 , XG); ;t 之 0} 表 示 一 个 随机 过 程 。 时 
间 参 数 上 是 连续 的 实 变量 。 而 X( 蕊 则 是 对 应 于 种 群 数量 ( 非 负 整 
数 ) 的 离散 型 随机 变量 .在 此 我 们 主要 关心 的 问题 就 是 确定 其 概率 
分 布 : 

户 (一 PrLX( = njon = 0,1,2, 

下 面 先 介绍 所 要 用 到 的 一 些 记号 。 

1. oCh) 是 满 是 下 式 limoth)/h 二 0 的 量 ,也 就 是 说 ,oth) 趋 于 零 
的 速度 比 h 趋 于 零 的 速度 更 快 。 

2. En RAR RARER > ON REA n 个 个 体 出 现 的 状 
态 , 即 恰好 有 7 个 个 体 都 出 现在 0 到 上 区 间 的 末端 处 ,因此 pe 
表示 上 时 刻 系 统 处 于 状态 E 的 概率 。 

在 对 单纯 繁殖 过 程 的 基本 微分 方程 组 进行 推导 时 ,我 们 总 是 
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假设 只 有 出 生出 现 而 没有 死亡 发 生 。 也 就 是 说 种 群 数量 的 变化 只 
有 两 种 情况 ,或 者 增加 或 者 保持 不 变 。 例 如 , 某 种 细菌 在 生长 初期 
的 情况 就 是 如 此 。 虽 然 反 映 这 类 简单 过 程 的 模型 没有 广泛 的 应 用 
性 ,但 是 为 了 对 随机 模拟 和 确定 性 模拟 进行 比较 ,我 们 将 要 用 到 这 
类 简单 的 情况 。 在 5. 4 RAY SRA 39 中 ,我 们 将 对 在 模型 中 如 何 
引入 死亡 以 及 其 他 复杂 因素 的 情况 简要 地 进行 讨论 。 

本 节 的 随机 模型 是 在 以 下 几 点 假设 条 件 的 基础 上 建立 的 。 

(1) 如 果 种 群 处 于 状态 E,, 当 种 群 的 数量 增加 时 ,种 群 就 从 状 
SE, 直接 进入 状态 En (这 类 变化 过 程 的 例子 如 二 元 分 裂 

0 | 


0C .) 


0 

(2) 如 果 系 统 在 : 时 刻 处 于 状态 E H a RAR BGMERA 
E, 时 种 群 的 繁殖 率 , 则 在 t P) +h 这 段 较 短 的 时 间 内 ,种 群 内 增 
加 一 个 个 体 的 概率 为 入 h 十 0(h). 

(3) 设 系统 在 上 时 刻 处 于 状态 及 , 则 在 上 到 t 十 h 这 段 较 短 的 时 
闻 内 ,种 群 增加 &C&>1) 个 个 体 的 概率 是 一 个 很 小 的 量 0CP) 。 

(4) 假 设 在 不 相交 的 时 间 区 间 内 的 事件 是 相互 独立 的 。 

运用 以 上 四 点 假设 ,我 们 可 以 确定 p,(1), 即 在 t 时刻 种 群 的 
数量 等 于 n> OWE. 为 了 便于 问题 的 讨论 ,我 们 可 以 在 两 个 
相 邻 而 不 相交 的 时 间 区 间 C0,t) 和 (2,t 十 h) 内 考虑 p(t). FALL PF 
形 表 示 时 间 区 间 0, 四 和 Gt 十 有) 

h - 

根据 上 图 ,我 们 可 以 考虑 种 群 中 的 生物 在 时 间 区 间 (0,t) 和 
(t,t 十 h) 内 可 能 出 现 的 各 种 数量 分 布 情况 (十 h 时 刻 种 群 的 总 数 
量 等 于 nn) ,并 用 图 将 这 些 情况 表示 出 来 ,; 见 下 图 。( 这 里 的 hh 是 一 





个 很 小 的 量 。) 


在 每 一 区 间 里 种 群 内 生物 的 数量 


第 一 种 情况 : n 0 
在- 一 一 一 
a) . 1 
h 
第 二 种 情况 : 
一】 1 j 
0 1 EA 
h 
第 三 种 n—-j Q22) 7 
ee S | 
0 t \ uy ti th 
k 


在 每 一 区 间 里 种 群 内 生物 的 数量 


我 们 将 问题 归 为 以 上 情形 是 基于 下 述 的 因素 : 
(1) 在 不 相交 的 时 间 区 间 内 的 事件 是 相互 独立 的 。 


《2) 种 群 数量 变化 的 过 程 是 无 后 效 的 。 即 在 第 一 种 情况 中 ,我 
们 所 关心 的 只 是 上 时 刻 种 群 的 数量 等 于 ”而 不 管 上 时 刻 以 前 的 情 
况 如 何 ;在 第 二 种 情况 中 ,i 时刻 的 种 数 数量 为 x 一 1, 与 1 时刻 以 前 
所 发 生 的 情况 无 关 ; 在 第 三 种 情况 中 ,t 时 刻 的 种 群 数量 为 nG 


之 2), 与 + 时 刻 以 前 所 发 生 的 情况 也 无 关 。 


(3) 在 较 短 的 时 间 内 ,出 生 的 概率 只 与 时 间 区 间 的 长 度 有 关 而 
与 出 生 的 时 间 无 关 。 假 设 影响 种 群 数量 变化 的 所 有 因素 均 保 持 不 
变 ,从 而 在 较 短 时 间 内 各 时 刻 的 概率 是 相同 的 ,并 且 与 前 面 的 变化 


过 程 无 关 。 


对 于 以 上 每 一 种 情况 ,我 们 可 以 运用 前 面 的 假设 来 确定 上 十 4 


时 刻 种 群 数量 等 于 ”的 概率 。 
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BRR FEO.) PERA n SRM. EHA) p 
没有 任何 事件 发 生 的 概率 为 
PD — AA + 0CA)). 
第 二 种 情况 :在 (0, 四 中 恰好 有 一 1 个 事件 出 现 ,而 在 (十 
APA ee 
_,@) [AA + OCA) |. 
第 三 种 情况 : OO ERR 9 PIU AAC 
AA j 个 事件 出 现 ,7 一 2,3，… 
对 于 每 一 个 数值 六 e 
事件 出 现 的 概率 为 


De -;@)[0¢h) J. 


由 于 以 上 三 种 情况 是 相互 独立 的 ， 因此 有 
pt +R) 
= Hp DLL — CAA oh)) | 二 pi) [A.A + oCh) ] 


+ >) Ps) 
= pat) 一 ARPE) + A ApPa1@) 
十 pio — p(t)o(h) 
pa + h) — p(t) 
一 一 ARP + Ah pa E) + ODNO 


— polh) lim ETH = 20) 
h0 h 


= lim[ — A palt) + Anini CEt) 


+ E DeO 一 p,(t) %0], 





对 上 式 求 极限 ,由 导数 的 定义 可 知 : 
P nE) =— Ap.) 十 如 -ip @) » (3) 
其 中 nO =dp,@)/at. 用 同样 的 方法 可 得 下 面 方程 : 
Po) =— AP (4) 
以 上 方程 (37 和 (4) 是 关于 单纯 繁殖 过 程 的 基本 微分 方程 组 。 方 程 
〈3) 和 (4)? 是否 可 解 与 出 生 率 4 以 及 初始 条 件 户 (0) 有关, 对 应 于 
种 群 数量 增长 的 不 同情 况 ,X 是 不 同 的 .对 于 方程 (3) 和 方程 (4) 的 
求解 有 许多 不 同 的 方法 。 我 们 将 讨论 的 有 下 面 三 种 方法 : 
(a) 先 运用 微分 方程 中 的 理论 和 方法 进行 推导 ,然后 骨 用 归纳 
法 来 求解 的 方法 ; 
(b) 应 用 概率 母 了 泡 数 和 仿 微 方程 求解 的 方法 ; 
(c) 运 用 Laplace 变换 的 方法 。 
在 下 一 节 中 ,我 们 要 给 出 有 关 种 群 增长 的 模型 及 的 各 种 假 
设 ,并 且 在 这 些 假 设 条 件 下 找 出 确定 性 模型 和 随机 模型 的 解 ,我们 
还 将 在 下 一 节 中 运用 多 种 不 同 的 方法 来 对 基本 随机 方程 (3) 和 方 
程 (4) 进 行 求解 。 


5. 生物 种 群 增长 模型 


在 本 节 中 ,我 们 将 建立 有 关 单 纯 繁殖 过 程 的 四 个 不 同 的 模型 。 
在 每 一 个 模型 的 讨论 中 ,我 们 都 先 用 确定 性 的 方法 进行 描述 ,然后 
再 考虑 其 随机 的 情况 。 本 节 中 的 随机 模型 是 以 第 4 节 中 所 讨论 的 
一 般 繁 殖 过 程 中 的 随机 模型 为 基础 的 。 对 于 每 一 个 模型 所 考虑 的 
情况 ,我 们 将 先 从 较为 简单 的 假设 和 人手 ,再 逐步 地 增加 假设 的 复杂 
程度 来 进行 讨 论 , 这 里 我 们 仍 不 考虑 死亡 的 因素 ,显然 , 当 假 设 条 
件 较 为 复杂 时 ,所 得 到 的 方程 和 求解 方程 的 数学 方法 也 会 相对 地 
复杂 一 些 。 在 这 一 节 中 ,我 们 还 要 说 明 , 从 随机 模型 的 解 中 可 以 得 
到 从 确定 性 模型 的 解 中 所 得 不 到 的 信息 ,我 们 并 不 讨论 使 用 确定 
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性 方法 正确 还 是 使 用 随机 的 方法 正确 这 个 哲学 上 的 问题 。 
5.1 模型 ! 


5.1.1 确定 性 模型 

在 种 群 中 考虑 只 有 出 生 ( 没 有 死亡 ) 的 情况 。 且 设 每 一 单位 时 
间 内 的 出 生 率 4 是 一 个 常数 ,也 就 是 说 ,在 每 一 单位 时 间 内 种 群 中 
增加 一 个 新 成 员 的 速度 均 为 4. 一 个 简单 的 例子 就 是 周期 性 出 现 
的 放射 性 粒子 的 裂变 ,其 裂变 的 速度 是 确定 的 ,以 下 先 引进 一 些 记 
号 : 

N, 表示 上 时 刻 种 群 的 数量 ， 

No 表示 初始 时 刻 种 群 的 数量 。 
N, 相当 于 第 4 节 中 的 和 XGO， 在 此 我 们 使 用 不 同 的 记号 是 为 了 强 
调 N, 不 是 随机 变量 ,这 里 No= 0. (特殊 的 例子 是 放射 性 裂变 的 情 
况 , 在 这 种 情况 中 N, 是 用 盖 氏 计数 器 计数 得 到 的 粒子 数 ,其 计数 
的 时 间 范 围 是 (0,t) 或 任意 一 个 长 度 为 1 的 时 间 区 间 ,) 根 据 以 上 
假设 可 知 ,如 果 Ot 表示 一 个 较 短 的 时 间 区 闻 的 长 度 , 则 有 

N, + At — N, = Ade, 

上 式 表明 ,在 区 闻 长 度 为 A At RAL. PREAH BE Ade. 
也 就 是 说 ,种 群 数量 的 增长 与 时 间 区 间 的 长 度 成 正比 ,由 导数 的 定 
义 可 得 


lim 
AO 


N,+4t—-N,_, 
A = + 


dN, 
d TA 
对 上 式 求 积分 得 


由 于 No 二 0, 因 此 有 
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所 以 ,由 上 式 可 知 :如 果 第 一 单位 时 间 内 的 出 生 率 为 4, 则 t 时 刻 的 


种 群 数量 (或 放射 性 粒子 数 ) 恰 好 等 于 A 用 图 形 来 表示 就 有 图 
3.3. 


“ppg an 


种 群 的 数量 N， 


时 间 # 
3.3 
如 果 A=3 个 /分 钟 , 则 可 计算 出 No =3X5=15 个 粒子 (Ni 
AY Pap 5 表示 5 分 钟 ), Nw 二 3X20==60 个 粒子 , N 一 3X4.5 一 
13. 5 个 粒子 。 用 这 种 方法 还 可 以 预测 粒子 的 非 整数 情况 。 我 们 还 
可 以 用 斜率 为 4 且 过 原点 的 直线 来 预测 种 群 的 数量 。 由 此 可 知 :种 
群 数量 的 变化 率 是 一 个 常数 而 且 与 4 的 值 有 关 。 

如 果 我 们 对 放射 裂变 的 例子 作 更 细致 的 研究 ,就 会 提出 这 样 
的 问题 :我 们 假定 在 每 个 单位 时 间 内 的 裂变 数 均 为 常数 4, 这 是 否 
合理 ? 如 果 我 们 用 盖 氏 计数 器 在 几 个 长 度 相 等 的 时 间 区 间 内 对 粒 
子 进行 计数 ,那么 我 们 就 会 发 现在 每 一 时 间 区 间 内 的 粒子 数 是 不 
相等 的 。 

在 一 个 著名 的 实验 中 ,对 某 一 放射 性 物质 进行 观察 , 共 观 察 了 
2608 次 ,每 次 观察 的 时 间 为 7.5 秒 , 且 计 下 了 每 次 到 达 计 数 器 上 
的 粒子 数 , 其 数据 如 表 1 给 出 。 从 表 1 我 们 可 以 看 出 ,关于 每 一 单 
位 时 间 内 裂变 数 均 为 常数 2 的 假设 是 很 不 合理 的 。 而 较为 合理 的 
方法 应 该 是 假定 单位 时 间 内 粒子 的 平均 数 ,并 且 将 以 一 定 的 概率 
放射 一 定数 目的 粒子 。 这 就 导致 了 我 们 要 考虑 随机 模拟 的 情况 。 
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1" 
粒子 数 k :观察 到 个 粒子 的 次 数 
57 
203 
383 
525 
532 
408 
273 
139 
45 


27 
10 16 
2608 


WV tO oo ~ M an => Co bo = a 


on 


512 随机 模型 
在 第 4 节 中 ,我 们 已 导出 了 关于 单纯 繁殖 过 程 的 微分 方程 组 
的 一 般 形 式 , 其 中 出 生 率 为 人 .对 该 微分 方程 组 中 的 假定 进行 修 
改 , 设 入 二 4, 也 就 是 说 出 生 率 是 常数 且 与 时 间 和 1 时 刻 种 群 的 数 
量 无 关 。 则 对 所 有 的 ,一 个 事件 (一 个 新 成 员 ) 在 时 间 区 间 (t,t 十 
A) 中 出 现 的 概率 为 妇 十 0() 。 因 此 方程 (3) 和 方程 (4) 就 可 改写 为 
pit) =— Ap, (t) 十 Ap GD 之] (5) 
Ha) =— Ap (Ct). (6) 
5.1.2.1 由 归纳 法 求解 | 
下 面 我 们 要 用 两 种 不 同 的 方法 对 以 上 微分 方程 (5) 和 (6) 求 
解 。 第 一 种 方法 是 先 解 方 程 (6) ,然后 对 n=1 求解 方程 (5), 再 用 归 


= #21 摘自 Feller 的 书 [ 生 ,原始 数据 可 参见 Rutherford, Chadwick $1 Ellis 的 书 : 


Radiation from Radioactive Substances,Cambridge,1920,P. 172. 
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纳 法 来 求 方 程 (5) 的 解 的 一 般 形 式 。 对 应 于 确定 性 模型 中 入。 二 0 
的 情况 ,此 模型 的 初始 条 件 为 : 

pCO) = 1,p,00) = 0.n Sl. 
方程 (6) 又 可 表示 为 


dp) 
a 7 - Ap, Ct). 


以 上 方程 可 用 分 离 变量 的 方法 来 解 ， 因此 又 可 与 为 
ay =— 2 
解 以 上 方程 得 
Inp,@) =— +C 

Rj 

polt) = eTe" 
又 因为 ==0 时 p01, BELA 

po(0) = ees 

1 = ee 


故 


从 而 得 
po lt) =e, 
把 上 式 代 入 方程 (5) 得 
fA) =— Ap G) 十 ex 
重新 改写 得 : 
ieo 十 Ap, (t) 一 Me- (7) 
以 上 方程 是 一 个 一 AIOE ORERE ARAFE 


He + py) = ql). 





64 


的 方程 。 为 了 求解 上 面 方程 ,需要 先 确 定 积分 因子 ee ,其 中 
P= | pods 于 是 方程 解 的 一 般 形式 为 


y(r) — yro)e 十 ev PG f gm)e dm. 


To 


对 于 方程 (7) ,在 以 上 方程 中 , 令 rn=0,1= H 


ycr) = p C) 
pr) =À 
q(x) 一 Me 


4 PQ) = | dds =ae. 因此 
0 . 
p(t)= p eT 十 mal Ae~*e* ds 
0 


= p,(O)e-* + e= fads 
0 


= p.(O)e* + eàt, 
由 于 当 nS 1 时 p.(0) =0, BRL p(t) = Ate”. 
我 们 可 用 同样 的 方法 解 出 p;(t) ,也 就 是 把 pC) = Ate MIRA 
方程 (5) 来 求解 ,得 


dp, (7) 
di 


注意 到 以 上 方程 也 是 一 个 一 阶 常 微 方程 ,其 积分 因子 也 为 。, 因 
此 有 





十 Ap, (t) = Xte *. 


pa(t) = p,()e* + ef Nse “evds 
0 


= p,(0)e* + eX | sds 


一 = p,(O0)e* 十 -一 一 ar e*, 


运用 初始 条 件 x 之 1 时 p,. (0) =0 就 可 得 
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pt) = ae 
n=3 时 解 方程 (5) 得 : 
p(t) = a ook, 
Fe BEAR AF k BA 
pt) = ae =, (8) 


% k=0 时 ,上 式 显然 成 立 。 假设 当 k=n 时 以 上 式 子 成 立 , 要 
证 当 *=n 十 1 时 , (8) 式 仍 成 立 。 我们 知道 有 
dpn) 
dt 


Att lpg —* 


+ Adar () = MF 


n! 
上 式 仍 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 ,其 积分 因子 为 ee ,因此 
pat1(t)= Pri (Oe + emf Art grew Ne" 


ste "e 
n? 


ds 


= pnei (0)e™ + eaa] ds 
ow, 


Artlgatt 
— 一 -由 = 
— Pa Oe + € Cn 十 Ln i 
_ (At) -x 
~ G@+iyt® 


从 而 证 明了 (8) 式 成 立 。 

回顾 第 3 节 ,我们 可 知 由 (8) 式 给 出 的 概率 与 Poisson 分 布 的 
概率 是 很 相似 的 。 如 果 把 (8) 式 中 的 尺 用 4 来 代替 , 则 (8) 式 就 与 
Poisson 分 布 完 全 一 样 了 。 对 于 任 一 出 生 率 1， 运用 (8) 式 可 以 确定 
在 任 一 时 刻 上 有 机 体 ( 粒 子 ) 的 个 数 为 某 一 特定 数 的 概率 ( 见 表 2 
和 图 3.4)。 因 此 ,在 任 一 时 刻 t, 对 于 有 机 体 的 任 一 特定 的 个 数 就 
可 以 确定 其 出 现 的 可 能 性 。 所 以 我 们 不 再 只 限于 讨论 有 机 体 的 个 
数 恰好 为 4 的 情况 ,由 于 知道 了 任 一 时 刻 的 概率 分 布 ,由 此 我 们 还 
可 以 得 到 更 多 的 信息 。 已 知 概率 分 布 就 可 以 计算 出 对 应 的 均值 和 
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方差 。 由 第 3 WW A: Poisson 分 布 (8) 式 的 均值 等 于 A, LAR 
数 的 期 望 值 等 于 对 回忆 前 面 用 确定 性 方法 对 粒子 数 的 预测 就 会 
发 现 ,随机 模拟 的 期 望 值 往往 (但 不 总 是 ) 与 相应 的 确定 性 模型 的 
解 相 同 。 在 表 2 所 给 出 的 两 种 情况 中 ,由 于 = 3, OY = 1 时 粒子 
数 的 期 望 值 等 于 3, 当 1 二 5 时 粒子 数 的 期 望 值 等 于 15， 我 们 已 知 
Poisson 分 布 的 方差 也 等 于 at, A eR HEH SD 二 ~ 让， 

表 2 当 4=3 时 OO 






po(1)=0. 04978 po(5) =0. 0000003 pai (5) = 0. 0298645 
p (1) =0. 1493612 (5) = 0. 0000046 p22(5) = 0. 0203622 
poll) =0. 2240418 po(5) =0. 0000344 Po3(5) = 0. 0132797 
p31) = 0. 2240418 £3(5) =0. 0001721 pa (5) = 0. 0082998 
£1 (1) =0. 1680314 pa(5)=0. 0006433 pas (5) = 0. 0049799 
ps(1) = 0. 1008188 ps(5)=0. 0019357 bog (5) =0. 0028730 
ps (1) = 0. 0504094 ps(5)=0. 0048395 p27 (5) =0. 0015961 
£7 (1) = 0. 0216040 p:(5)=0. 0103703 Pog (5) = 0. 0008551 
fs(1) =0. 0081015 ps(5)=0. 0194443 p29 (5) = 0. 0004423 
po(1) = 0. 0027005 po(5) =0. 0324072 p30(5) = 0. 0002211 
Pi (1) =0. 0008102 | pioC5)=0. 0486108 = pa, (5) = 0. 0001070 
Pu (1) =0. 0002210 | 21165) =0. 0662874  #3:(5)=0. 0000502 
pi2(1)=0. 0000552 | i265) =0. 0828592 — p33 5) = 0. 0000228 
fi3(1)=0. 0000127 | p13(5)=0.0956068  p34(5)==0. 0000101 
Pu (1) =0. 0000027 | py4(5)=0. 1024359  p3(5)=0. 0000043 
pis (1) = 0. 0000005 | p15(5)=0. 1024359 3g (5 = 0. 0000018 
Pis(1) = 0. 0000001 | pig(5)=0.0960336 f37(5)=0. 0000007 
Pir(1)=0. 0000000 | pi7(5)=0.0847356 pag 5 = 0. 0000003 
Pig(5)=0.0706130 p39 59 = 0. 0000001 
Pig(5) =0.0557471  fao(5)2=0. 0000000 


Poo (5) = 9. 0418103 


综 上 所 述 ,对 于 出 生 率 为 A A A SE PE 1 LL 
得 p,(t) =e * Cat)"/n ! EXO j= 和 SD[SD[XG)]=VX, 
用 图 形 来 表示 p0) ELX@) JM SDLXG@) ALA 3.5. 因此 利用 
随机 模型 的 解 ,我 们 可 以 确定 粒子 数 的 期 望 值 .同时 也 能 了 解 当 重 
复 裂 变 过 程 出 现 粒子 数 的 变化 情况 。 我 们 知道 , 当 4 增 加 时 ,变异 
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性 也 增加 (变异 性 还 随 t 的 增加 而 增加 )。 也 就 是 说 ,实际 数值 与 期 
望 值 之 间 的 偏差 就 越 大 。 如 果 我 们 取 表 1 中 的 数据 并 且 检 验 这 些 
数据 与 Poisson 分 布 的 预测 结果 的 拟 合 程度 ,那么 我 们 就 会 发 现 
Poisson 分 布 是 一 个 合适 的 模型 。 





E(X(t)] 


123 4567 89 10 t 


图 3.5 


我 们 知道 求解 方程 (5) 是 比较 麻烦 的 。 然 而 ,如 果 我 们 把 概率 
母 函数 的 概念 进一步 扩展 ,并 用 之 于 求解 方程 (5) ,那么 我 们 就 可 
以 达到 事半功倍 的 效果 。 

5.1.2.2 用 概率 母 函数 求解 方程 

对 于 随机 过 程 {X (2)} ,定义 概率 母 函 数 为 : 


P(s,t) = DADS = E[s *®]. 
j=0 


对 所 有 的 上 之 0, 可 以 证 明 以 下 各 式 : 
(a) PQ,0=1 
b ELX()]—e ER 
(ec) WarLXCt ] 
_ FP(s,t) 
T Qs? 





s=1 


Ee] 


seit 








aP(s,t) 
os 
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1 FPCA) 
Cd) prt) =- rar la 
同时 还 可 以 导出 下 面 各 式 
dP (s4t < 2 _ 
(e) TSR >) jp D jp 
(f) Pe) DD -> jj— D p(s? 


@ GO. => PRONI 


ACRE ALOR ATUL Le RET ROAR BET. 
SARS AMAR S OA. NADA 
新 考虑 方程 (5) 和 (6) 的 求解 : 
P nG 一 一 Ap,@) 十 Ap @)sn 2S 1 (5) 
p(t) =— Apo). (6) 
怎样 改变 方程 来 求解 ? 对 此 我 们 可 先 用 sw” 乘 以 方程 45) 等 式 的 两 
p',(t)s" = Ap, S H Ap, D. 
M n=l Book} FS PL n RANI SH C6) AAI. AT 


DPO" =— A>) prs" + A>) Pai ES. (9) 
n=0 n=0 - n=l 。 
把 上 面 等 式 右 端的 最 后 一 项 重新 写 为 
is Db DST = As >> p,,(t)s", 
m=0 


因此 方程 (9) 又 可 表示 为 
tsb) 一 一 AP(s,t) + AsP(s,t), 
或 
ED ls — DPG). (10) 


以 上 偶 微 方程 可 以 用 分 离 变 量 的 方法 来 解 。 所 以 又 可 将 方程 (10) 
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表示 为 : 
oP(s,t) 
P(s,t) 





= A(s — 1)a 


因此 可 得 
InP(s,t) = at(s —-1)+C 
P(s,t) = eree, 
为 了 确定 C 的 值 ,我 们 要 确定 PCs,t) 的 初始 条 件 。 已 知 PC0)=1， 
Pest) = DAO 


. PAS = 时 ,有 
P(s,0)= p0) + POS + pO + e + AOD 

= WOS 十 os 二 os 十 … 十 os 十 … 

= po(0)s = 1. = 1. 
男 一 方面 有 

P(s,0) = eho VE = eel = er 
HP (s,0)=1,e°=1 HC=0. 故 
Pst) = eP, 
上 式 就 是 均值 为 双 的 Poisson 分 布 的 概率 母 函 数 . 从 而 可 见 用 概率 
母 函 数 的 方法 求解 方程 (5) 和 (6) 比 用 归纳 法 对 方程 (5) 和 (06) 求解 
要 更 容易 一 些 。 
在 5.5 节 中 ,我 们 要 对 模型 (以 及 以 下 我 们 所 讨论 的 其 他 模 

型 ) 进 行 小 结 。 


& 3 


8. MAAR A Ee A, Ne A EA RB PET Te R 
区 

9. 对 适合 用 模型 N,= 双 来 模拟 的 某 一 过 程 ( 或 凡 个 过 程 ) 进 行 讨论 。 

10. 对 适合 用 模型 N =u 来 模拟 的 基 一 过 程 ,如 果 已 知 过 程 的 有 关 数 据 , 讨 论 
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样 确定 4 的 值 。 
11. 对 王 概率 分 布 为 p00) =e* 人 的 随机 过 程 ,给 定 4 的 值 ,对 应 于 某 一 时 间 


n! 


范围 内 的 上 * 值 , 确 定 其 概率 ,并 画 出 相应 的 图 形 , 比较 和 解释 它们 之 问 的 区 


别 。 
12， 对 于 概率 分 布 为 pt1) 一 “全 的 随机 过 程 ,给 定 ; AL EEF E— 


范围 内 的 2 值 ,计算 概率 p.07) 并 比较 解释 它们 之 间 的 区 别 。 

13. 对 于 不 同 的 出 生 率 丸 画 出 EL XC) Ja SOCK) = Wark XO. it 
Te A ASA E[XG)] 和 和 MVar[X09] 的 影响 。 

14. 考 虚 一 个 可 以 用 随机 模型 1 描述 的 过 程 ,并 对 其 进行 讨论 。 








5.2 模型 I 


对 于 种 群 数量 增长 的 方式 来 说 ,更 接近 实际 情况 的 假设 是 设 
出 生 率 与 种 群 数量 成 一 定 的 比例 。 也 就 是 说 ,对 于 随机 的 情况 ,每 
一 个 个 体 都 有 某 一 个 固定 的 繁殖 概率 ,对 于 确定 的 情况 ,每 个 个 体 
所 繁殖 的 数量 是 固定 的 。 这 样 假设 似乎 比 前 一 个 模型 更 接近 于 实 
际 情况 。 但 是 这 仍然 是 一 个 非常 简化 的 模型 。 

5.2.1 确定 性 模型 

在 这 一 节 中 ,我 们 将 使 用 与 模型 1 中 相同 的 记号 ,由 单位 时 间 

的 出 生 率 4 与 人 口 数 成 正比 这 一 假设 可 得 : 
| Nisa — N, = ÀN åt, 
式 中 4 是 一 个 较 小 的 时 间 区 间 。 如 果 在 上 式 中 假设 No 二 0, 则 
Noyu—No=AN At, MTA Nopa =À" 0° At=0, Bil 
Nova = 0. 

因此 导出 对 于 所 有 的 上 均 有 N= 0. 因为 我 们 不 允许 自发 繁殖 ,所 
以 我 们 必须 假设 No 天 0. 为 了 确定 和 N,, 利 用 导数 的 定义 可 得 : 
Nax — N, 

Ai 


lim 
v0 


= AN, 
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dN, | 
<= AN. 


为 了 解 以 上 方程 ,又 可 把 以 上 式 子 写 为 


运用 初始 条 件 可 得 


N, = Noe”, 

由 上 式 可 知 , 根 据 以 上 假设 可 导出 指数 增长 的 模型 。( 在 模型 中 同 
时 考虑 死亡 因素 的 情况 ,只 需 用 简单 的 方法 对 以 上 模型 进行 改进 。 
即 假设 出 生 率 是 一 个 常数 ,死亡 率 4 也 是 一 个 常数 , 净 增 长 率 定 
义 为 4 二 6 一 d, 则 可 以 得 到 有 关 N, 的 相同 的 表示 式 。) 

设 开 始 时 某 种 群 的 数量 为 104, 即 N,= 二 101, 且 该 种 群 的 数量 
每 单位 时 间 增 长 一 售 , 下面 我 们 来 求 出 生 率 ,并 画 出 N, 的 图 形 。 
已 知 


No = 10 
HAN, =2N>. 4 
N, = 2 X 10 
由 以 下 关系 式 
N, = Noe”, 
和 六 一 2No 可 导出 
2N, = Noe“ 
2 = e 
A = In? 


A = 0. 693147. 





TT yf 
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这 也 就 是 说 ,每 单位 时 间 该 种 群 的 出 生 的 速度 为 0. 693147. 因此 
N, = Noe HT, 
mR EAR N, 的 图 形 , 见 图 3. 6. 如 果 对 上 式 两 端 取 对 数 , 则 有 y 
二 LN, 二 0.693147， nN, ° tX y 的 图 形 是 一 条 直线 。 
如 果 
1) 种群 处 于 一 个 受 控制 的 理想 环境 中 ,其 中 温度 适当 ,食物 
(2) 既 没有 撒 食 动物 也 没有 死亡 现象 发 生 则 上 述 图 形 所 描述 
的 情况 与 在 较 短 时 间 内 章 履 虫 和 变形 虫 的 增长 情况 是 相当 接近 
的 。 不 过 图 形 所 给 出 的 预测 是 确定 的 ,不 允许 存在 偶 差 。 






A = 0. 693147 


Py 3. 6 


在 以 下 例子 中 ,考虑 每 单位 时 间 人 口 增长 3 倍 且 No =10° 的 
情况 。 下 面 我 们 来 求 4 并 画 出 N, 的 图 形 。 
N, = 10, 
N, = 4 X 10°, 
N, = 4N,, 
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N, =N, 
| = Nae 
4N = Noe 
4=]-é 
Ind =A 
A= 1. 38629, 
N, = Noel 86, 
N, 的 图 形 见 图 3. 7. 
1650 年 世界 人 口 是 5 
亿 (500,000,000) 目 每 年 的 。 一 125 
增长 速度 大 约 为 0.3%. 如 
果 假 设 增长 率 (4=6 一 dd) 保 2 80 






A= 1. 38629 


持 不 变 ,那么 人 口 增长 一 倍 3i 
需要 多 少时 间 呢 ?也 就 是 说 ， 党 32 
人 口 达 到 10 亿 需 要 多 少年 *" 
的 时 间 呢 ”用 数学 来 描述 就 123 ata 
E: 
N, = Ne, a 
H N,=2Nu, 因 此 有 : 
2N = Nye O 
2 一 60 008 
In2 = 0. 003 
0.693 = 0. 0034 
t= 231. 


以 上 结果 表明 , 如果 人 口 以 每 年 0.3 儿 的 速度 增长 , 则 人 口 增长 一 
倍 所 需 的 时 间 为 231 年 。 或 者 说 ,直到 1881 年 (1650 十 231 = 
1881) 年 ,人 口才 增长 了 一 倍 。 而 事实 上 ,世界 人 口 在 1850 年 以 前 


wc 





TI 


就 已 增长 了 一 倍 。 

1970 年 世界 的 人 口 为 36 亿 (3,600,000,000) 日 每 年 的 增长 
率 为 2. 1 多 假设 增长 率 保持 不 变 , 那 么 需要 多 少年 的 时 间 才 能 使 
和 人口 数 达 到 72 亿 呢 ? 类 似 于 以 上 的 分 析 可 得 


N, = Nye? ol 
2N, = Not”! 
2 = ei 
In2 = 0. 021t 
0.693 = 0.021 
t = 33( 年 ) 


这 个 计算 结果 的 确 令 人 震惊 。 从 1650 年 经 过 了 差不多 200 年 的 时 
回 , 人 口才 增加 了 5 和 亿 ,而 从 1970 年 开始 ,只 需 经 过 33 年 的 时 间 ， 
志 界 人口 就 将 增加 36 亿 。 这 个 预测 结果 是 根据 人 口 每 年 的 增长 率 
保持 不 变 且 为 确定 值 的 假设 得 到 的 ,而 这 个 假设 也 是 确定 性 模型 
的 主要 前 提 。 

5.2.2 随机 模型 (线性 繁殖 过 程 ) 

为 了 对 出 生 的 数量 与 种 群 的 数量 成 正比 的 繁殖 过 程 进 行 随机 
模拟 ,我 们 需要 探讨 方程 (3) 和 (4), 并 需要 确定 出 生 率 丸 . 在 模型 
1 中 , 设 出 生 率 可 表示 为 为 ,我 们 可 以 把 4 解释 为 单个 个 体 繁殖 
的 数量 ;对 所 有 的 1, 有 pol)==0. A, RAAF) 

P'a =— Anp,(t) + AG Dp n>1 (1) 
由 5. 1 市 的 讨论 知 , 应 用 概率 母 消 数 的 知识 可 以 简化 形 如 上 式 的 
方程 的 求解 过 程 。 类 似 5.1.2.2 节 中 的 求解 过 程 ,为 了 运用 概率 母 
PR MH Ty 21) ,我 们 可 把 方程 (11) 改 写 为 : 
户 (t)s" =— anp, As” + Aln — 1) pyr ltn >l 
Pa =— Aros py(t)s®. 
因此 
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>) pos" = AD np, )s" + AD Gr paa OS" 
a=0Q n=O n= | 





al Cs,t) — as > np, E! 十 as > 1) pa 8"? 
a=] 








dt n= 0 
IPD ,oPGs,t) , OP(s,t) 
y TTS TA O 
IPCs) O aP(s,0) 
+= Às Cs 1) J (12) 


FOD x PEE tA E HY LA A Lagrange 方法 来 
进行 求解 ， 假 设 开 始 时 种 群 的 数量 等 于 1, 因 此 初始 条 件 为 
PCO) = 1,20) = 0,2 > 1,p,@) = 0 
运用 Lagrange 方法 和 初始 条 件 , 可 以 证 明 下 式 成 立 ， 
se * 
l1—sdl-e*y 
如 果 设 pd =e gi e A ESR BAN 


sp@) 
1 — sgy 


回忆 第 3 节 , 我 们 就 会 发 现 ,对 于 每 一 时 间 :, 上 式 是 当 pC()= 二 p,q 
《0 一 9 的 几何 分 布 的 概率 母 函 数 。 因 此 ,如 果 p00 是 成 功 的 概率 
而 4 人 是 失败 的 概率 ,得 p, (7) 就 是 第 次 试验 时 首次 成 功 的 概 
率 , 所 以 有 : 


P(s,t) = 


P(s,t)} = 


pt) =e * G — eX), 

BARRE BR By R EXO J=e*. CW EARRA 6 UE 
行 证 明 , 见 第 5. 2 TAT R18), (EERE. Ny 1 时 的 其 
望 值 等 于 确定 性 模型 的 解 。 我 们 还 可 以 证 明 :VarLX()j]=e*(e* 一 
1). 《此 证 明 留 给 读者 来 完成 , 凡 5.2 节 后 面 的 习题 18.) 

对 应 于 击 面 确定 性 模型 中 所 举 两 个 例子 中 、 的 值 和 和 
0.693149 和 = 一 1.38629, JR] T+ FN E $ op, CF). ELX CO | 
Var NC JAI SDN O 的 值 ( 见 表 3 和 图 3.8)。 注 意 到 7 增加 时 
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H SDEX() J~ELX (2). 24 A=0. 693147 时 ,对 应 的 方差 很 大 , 当 
A=1. 38629 时 ,对 应 的 方差 更 大 。 
当 A=0. 693147 时 p, (2) eh 


回 过 头 来 ,我 们 再 来 看 方程 (12)。 如 果 开 始 时 种 群 的 数量 


表 3 


1 二 2 


pol 2) =0. 
fal2)=0. 
P5627 =0. Ù 
Pet2)=0, 
HOSO. 
py (2) = 0.025 
pio (2) =0. 
fr 62) =0. 
fio 2) = 0. 
pul) =0. 
fig (2) =0. J 
fig (2) =O. 
pir( 2) =0. OS 
pis 2) = 0. 002 
ps 2)=0. 
pol 2)=0. 
pa CZ) = 0.4 
pol 2Z)=0. | 
fal 29~0 


t==5 





p2( 3) = 0. 
p35) =0. 


pet 5)=0. 
pul =0. 
p12(5)=0. 
pu) 和， 
Puts) =0, 
Pis(5) =O. 
pilo) =0. 
Pip (3) =O. 
pisl) =0. 
pult) =0. 
© pwt) = 0. 
| po (5) =. 
p53) = 9. 
P23(5) = 0. 








G> IBA RRA EW KE : 
pO) = 1,p;(0) = OF Ki, 


i 


ELXG) | 


均值 和 标准 差 
A=0, 693147 
Var X] 


pı(5)=0. 03125 
03027 
02933 
py(5) = 0. 02841 
ps(5) = 0. 02752 
p55) =0. 02566 
pr(5) 0. 02583 
py(5) ==0. 02502 
pad) == 0. O24 24 


02348 
02275 
02204 
02135 
02068 
02004 
01941 
01880 
01822 
01765 
01710 
01656 
01604 
O155-4 


pa (5) = 0. 
por (5) = 0. 
P2365) = 0. 
po (5) = 0. 
Pog (5) = 0. 
b29( 5) = 0. 
p30(5) = 0. 
pa 65) == 0. 
p3of5) = 0. 
pig (5) =0. 
p345) = 0. 
P35 (5) = 0, 
pap 3) = 0. 
py (SQ) = 90. 
fig (5) = 0. 
pig (5) =0. 
PILED EnA 
fy (5) = 0. 
Pye 65) == 0. 
pt5) = 0. 
put DSO. 


SDEXG) | 


01506 
01459 
01413 
01369 
01326 
01285 
01244 
01206 
O1168 
01131 
01096 
1062 
91029 
09996 
00965 
00935 
00906 
00878 
00850 
L082. 


00798 


O a 


£ 


E 


L i 
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™ ~] D wa Fa [t bo ee 


“IMD Aa OO 


A= 0.693147 





16 
32 
64 
128 


ELX() ] 


16 

64 

256 
1024 
4096 
15,384 


4 


4 5 
时 间 


992 

4032 
16,256 

A= 1. 38629 
Var XG) | 
12 

240 

4032 


65,280 


1,047,552 
16,773,120 
268,419,072 


图 3.& BRAY TAY ey Ay 2 


63. 498 


127. 499 


SD XQ)| 


3. 

15. 

63. 
255. 
1023. 
4095. 
16,383. 


464 
492 
498 
900 
900 
900 
500 





用 Lagrange 方法 可 得 方程 的 解 : 
Pst) = I 


se™* 

1— sl = e*)) 
由 第 3 节 可 知 , 上 式 即 为 非 负 二 项 分 布 的 概率 母 函 数 。 因 此 有 

pid) = p | (Cet) 一 En 

ELX(t) ] = ie” 
Var X(t) | = ie” (e — 1). 

以 上 期 望 值 与 确定 性 模型 的 解 入 ,二 Nee* 类 似 。( 对 于 ELX CO J 和 
Var X 0) | 的 表达 式 , 要 求 读者 自己 证 明之 。 此 为 5. 2 RAY 
20.), 

注 ” 在 所 研究 的 过 程 中 ,我 们 可 以 考虑 更 一 般 的 情况 。 假 设 
| SoC Ay A REI BAY Be, BNA 可 表示 为 Ar)。 这 也 就 是 说 ， 
出 生 率 ^ 不 是 一 个 常数 ( 即 出 生 率 4 是 时 间 的 贸 数 )。 再 假设 ACO) 
可 以 是 如 图 3.9 所 描述 的 各 种 形式 的 诅 数 ,我 们 容易 证 明 以 下 式 
于 . 

PC O se- [podr 
sb) = —— 
1— sl 一 eT Jokde) 


因此 
p(t) = ee 一 ee 
EL X(t) = ejoni 
Var[ XC) ] = elioaecefoamde — 1). 
这 种 把 出 生 率 作为 时 间 函 数 的 方法 在 实际 应 用 中 更 具有 普遍 意 
Me 


* 此 注 可 省 去 。 
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,人 
> L 
o iL 
.L 一 
„LN 
AA 


一 月 一 月 


可 以 把 图 (7 中 的 曲线 看 成 柔 节 性 变化 的 出 和 持 率 
图 3.9 


习 


对 模型 N, = Noe* 进行 研究 。 设 SNS AS. 对 应 于 不 同 的 No 值 
(1 六 委 No 过 103) ,作出 Ny 的 图 像 ,并 分 析 No 对 Ni 的 影响 。 

对 模型 N, 二 Noe* 进 行 研究 。 设 0.5 委 4 委 5 No=10. 对 应 于 不 同 的 4 值 (0.5 
SASS) 作出 Ni 的 图 像 , 并 分 析 不 同 的 4 值 对 ON. 的 影响 。 

下 到 的 表 中 给 出 了 美国 (阿拉 斯 加 和 夏威夷 除外 ) 的 人 口 数量 : 


peo [2 o rm em [oo] 9 [| 
TE fr a ee o 


(8) 假定 美国 的 人 口 从 1800 年 期 间 按 增长 率 * 勾 速 增长 , 试 预测 1980 FK 








18. 运用 概率 母 函 数 POs.) =se-“/L1—s(1 —e—*) ERI FAR: 
(a) pat) e7* Che Yer, 
(ELX ]=e*. 
(cIVar[ X(t) ]= e% te -—1). 
19. 假设 No=106. N; =0. 5X 108, 
Ca) BASE A 的 值 。 
(b) 作 出 N, = Noe* 的 图 像 。 
(co) 在 随机 模拟 中 确定 ELX (2) SDLX(2)]. 
20， MHARE RZ Ps, 站 {se*/[1 一 s(1 一 e*)])i, 证 明 : 
PAC) 一 | | Ce—*)FCL — et eae 
ECX(t) | = ie 
Var( X(t) ] = ie let — 1). 

21. 讨论 一 个 可 以 用 模型 工 模拟 的 过 程 ， 

22. 考虑 5. 22 节 中 的 随机 模型 , 如果 不 知 : 的 确切 值 , 但 已 知 有 10 志 1 所 10? 考虑 
对 于 这 种 情 闹 怎样 进行 预测 。 假 设 *=1, 对 不 同 的 i 的 值 ,作出 [X09] 和 
SD[LXG)] 的 图 像 , 并 老 虚 对 E[X()j 和 SDLX(1)] 的 影响 。 

23. 假设 :二 10, 参 数 4 是 末 知 量 。 又 设 0.5<4 志 5, 对 应 于 不 同 的 4 的 值 ,作出 E 
[X()]J 和 SD[XG)] 的 图 像 ,并 考虑 对 E[X(C)] 和 SD[XQ)] 的 影响 。 

5.3 #0 
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国 的 人 口 数量 。 
(b) 通 过 在 上 表 中 的 每 20 年 时 间 区 间 里 确定 4 的 估计 值 来 预测 1980 年 的 美 
HACR X 应 于 不 同 的 4 的 值 比较 预测 结果 ;并 解释 它们 之 间 的 差异 。 
tc) 把 计算 出 来 的 预测 结 来 与 1980 年 美国 的 实际 人 口 数 相 比较 。 


下 面 我 们 考虑 一 个 出 生 率 随 种 群 数量 的 增长 而 下 降 的 过 程 。 
设 人 口 可 能 达到 的 最 大 值 为 ,有 时 我 们 把 称 为 环境 的 承受 能 
为 。 由 于 空间 和 食物 都 是 有 限 的 ,因此 使 种 群 的 数量 受到 了 限制 。 
里 然 这 样 的 假设 不 一 定 是 完全 现实 的 ,但 是 为 了 说 明 出 生 过 程 中 
更 一 般 的 情况 ,我 们 将 在 这 些 假设 的 基础 上 建立 模型 . 设 出 生 率 可 
RRA USAl k> n), ERE n 越 接近 于 A 的 值 就 越 小 。( 对 
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于 之 & 的 情况 ,定义 为 为 0.) 


因此 有 
Ay = ACR — 0) 


A, = ACR — 2) 


A) = ACR — (R~1)) = A+LT =A 
A, = ACR — k) = 0. 
n> A RREA BEWARRE HAKER NIEA 
3. 10. 
53.1 确定 性 模型 


设 入 ,<k, 由 上 面 的 假设 有 : 
Naa — N, = Ak — N) At, 





由 导数 定义 可 得 : 
lim Mera N, = Ak — N,) 
oN = Xk — N.) 
Uk N = Adt 


— lnk — N) = àt +C 
In¢k—N,) =— ù +C 
k — N, = e*& = Cye7* 

N, = k — Ce * 

为 了 确定 C1 的 值 ,注意 到 : 
N, =k — Ce 
No=k-C, 

Ci =k — Np, N <b. 
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所 有 以 
N,=k— (k—WN,)e™. 

我 们 可 以 按 以 下 步骤 逐步 作出 以 上 方程 所 描述 的 曲线 。 

首先 作出 NN, 二 (4 一 No)e“ 的 图形 , 见 图 3. 11, 然 后 画 出 曲线 
NN, 王 一 (一 No)e“, 见 图 3.12, 最 后 把 与 上 式 相 加 就 得 NN, 二 一 
(一 No)e“, 这 样 我 们 只 要 把 图 3. 12 中 的 曲线 向 上 作 一 个 简单 的 
平移 就 得 到 了 N, 二 & 一 (4 一 No)e“ 的 图 形 ; 见 图 3.13， 由 图 3. 13 
易 知 , 当 t 一 2 时 ,曲线 逐渐 接近 于 N =k, N, =k 就 是 种 群 数量 的 
最 大 值 。 


N, 


Ck — No) N, = (k — Node * 





£ ~ 图 3.11 


N; 
N, = 一 Ck = Nae 





图 3.12 
我 们 还 可 以 对 NN,==& 一 (8 一 No)e“ 作 一 简单 的 恒 等 变 换 , 使 
其 表示 形式 更 具 实 际 意义 。 
N= k — ke~* + Nye” 
= N, FRO — et) + Ne *— N, 
=N,+k1—e“) — NO — e™) 
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=N,+ Q NG —e™*). 
上 式 表 明 , 种 群 的 数量 可 以 表示 为 开始 时 种 群 的 数量 与 新 增加 的 
个 体 的 数量 之 和 。 
例 , 设 No=1.2=30,A=0. 693147. 则 可 得 到 N, 的 预测 值 如 
表 4 所 示 。 
表 4 Ni, 二 1 十 (30 一 1) de 84") 





时 间 ( 分 钟 ) N, 
0. 05 1+0. 99 =]. 99 
0. 10 1+1. 94 =2. 94 
9.15 14+ 2. 86 = 3. 86 
0. 25 1+4.61 =5.61 
Q.5 1 十 8. 49 =9.49 
0.75 1+11. 76 = 12.76 
l 1+14.5 =15.5 
2 1+21.75 = 22.75 
3 1+ 25. 38 = 26. 38 
5 1+ 28. 09 = 29.09 
7 1 十 28.77 =29. 77 
19 1 二 28. 97 一 29. 97 
15 1+28. 999 =29. 999 
20 1] +28. 99999 =20, 99999 
30 } +28. 99999997 一 29. 99999997 


5.3.2 随机 模型 
与 确定 性 模型 对 应 ,我们 可 将 交 二 AR 一 四， AT FES ALT 





程 (4) 来 进行 考虑 。 由 方程 (3) 得 

P'a) =— Ak n) pt) + ACR — Cn — Ppa), 
MEY, TRESS. FEAT HT LA EBA BES BY eR BER ck: 

PED ed IPG) + asd — 9) HEP a) 

J dS 
Ti F813) FE A BPE a D BBY Lagrange FRR 
fke E EBREA Oe 1 A p (OD = 1, pCO = 9, rn 
1). H Lagrange 法 可 求 得 
Post) 一 Se * +s ~ ey, 

Ci id pO =1—-e * gM =e", YE RR (Cg) +sp Ce 
二 项 分 布 的 概率 母 图 数 , 而 括号 外 的 > 则 说 明了 开始 时 种 群 的 数 
BE 计算 (1 ,3PGDVar|l 的 值 , 便 可 确定 其 对 应 的 分 布 
BRA 


f 


kl 
b, ft) = | | 《1 _ erty eT Ey", 
n 一 ! 


(读者 可 自己 证 明 上 式 , 这 是 本 书 末 的 习题 27)。 进 一 步 可 求 得 : 
ELX] =1 + &-1)0 -—e™*), 
Var X(t) ] = (Ro 1) Ce”) C1 — e7) 
以 上 的 期 望 值 与 确定 性 模型 的 解 是 一 致 的 。 
如 采 初 始 种 群 数 量 等 于 上 (这 时 户 (0) = 1, pO) = 0, AD Tl Fk 
们 可 以 证 明 下 式 成 立 
P(s,t) = ser +50 ~— er*) 
(5 Fb RAE = GP AY EE PRY FES Sh Ss OE T A 
始 时 的 种 群 数量 。) 
有 关 用 PG) ORK WO’, ELX O JM Val x(t) 的 工作 将 


留 给 读者 去 完成 ,此 为 本 节 的 习题 28. ; 
练 FJ 


24. 对 模型 Ni= Not (A Ny) de®) PE No = 1,100, A= 0. 693147. 
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试 作出 N. 的 图 像 。 

25. 在 上 题 中 假设 4 一 1. 38629, 重 做 习题 24, 并 对 所 得 的 两 个 图 形 进行 比较 和 研 
究 。 

26. 考虑 一 组 》 的 值 ,对 应 于 每 一 个 类 的 值 画 出 NN, 的 图 形 ( 假 设 No = 100k = 
500) ,并 对 N, 的 图 形 进 行 比较 和 讨论 。 

27. 已 知 概率 母 函 数 为 PG 四 二 sCe-* 十 s(1 一 e*))4~! ,证明 以 下 各 式 : 


—1 
wro] | (1— e74 yi ew hms, 


?一 1] 
(WDELXG)J=14+—-1) 1 eT). 
Gc) Var XG) J= (k-1)e7* (1 —e™). 
28. CARRIE Pl, D =s (TY sei, 
(a) 确 定 Pa). 
(R ELX). 
ORE Var[X (2) ]. 
29. 考虑 某 一 个 可 以 用 模型 下 模拟 的 过 程 并 对 其 进行 讨论 。 
30. 假设 i=1,* 和 4 的 值 如 习题 24 pE i ELX O ] 和 SPLXQ)] 的 图 形 。 
31. 假设 i=1,* 和 +#* 值 如 习题 25 所 给 定 , 画 出 ELX OJA SDLXG 的 图 形 ,并 
将 其 与 习题 30 中 E[XX()] 和 SDLX()j] 的 图 形 进行 比较 。 
32， 考虑 不 同 的 的 值 。 假 设 ;一 10 = 500, 对 应 于 和 的 每 一 今 值 画 出 ELX(CD | 
和 和 SDLXC] 的 图 形 ,并 对 这 些 图 形 进 行 比较 和 讨论 。 


5.4 AIV 


在 最 后 这 个 模型 中 ,我 们 将 进一步 说 明 , 即 使 是 对 模拟 过 程 作 
一 些 简单 的 修改 也 会 导致 数学 上 复杂 性 的 增加 。 更 有 意思 的 是 ,对 
于 某 些 现象 来 说 ,由 于 数学 上 的 复杂 性 而 很 难 建立 其 实际 的 模型 。 
然而 这 样 的 问题 已 变 得 越 来 越 少 了 ,这 主要 是 得 助 于 先进 的 电子 
计算 机 以 及 计算 机 的 运算 速度 。 

模型 N 是 模拟 过 程 变 化 的 模型 ,然而 在 此 我 们 只 讨论 两 种 可 
能 的 情况 。 

(1) 假 定 在 某 一 种 群 中 有 个 个 体 ,其 中 每 一 个 个 体 “ 正常" 繁 
殖 的 速度 都 相同 且 为 4, 并 且 4 受到 系统 承受 能 力 的 限制 。 这 也 就 
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是 说 , 随 着 该 种 群 数量 的 增加 ,种 群 中 每 一 个 体 的 繁殖 速度 将 会 下 
降 。 我 们 可 以 用 模型 1 和 模型 正中 表示 式 的 组 合 形式 来 表示 上 
述 情况 , 即 


| 


上 式 中 的 & 表示 该 种 群 数量 的 最 大 值 .( 在 上 式 中 ,我 们 使 用 以 一 
z) 人 而 不 用 & 一 2 这 是 为 了 方便 求解 。) 当 n 相对 于 & 越 来 越 小 
时 ,出 生 率 入 就 越 来 越 接近 于 ,而 当 ” 越 来 越 接 近 于 有 时 ,出 生 
率 就 越 来 越 接近 于 0. 一 般 地 ,出 生 率 可 表 为 : 
A, = ACAR — Bn)/k. 

(2) 我 们 可 以 把 上 述 假设 看 作 是 一 种 流行 病 的 简单 模型 .在 这 
里 我 们 假定 这 种 疾病 是 会 传染 的 ,并 且 群 体 中 的 总 人 口 数 为 特 
别 地 ,我 们 将 讨论 未 受 感染 的 人 数 与 总 人 数 的 比例 (2 一 n)/k. 对 
于 这 个 模型 ,我 们 还 假定 :一 旦 某 人 感染 上 了 疾病 , 则 便 一 直 处 于 
被 感染 的 状态 .因此 在 这 个 问题 中 只 存在 两 种 状态 , 一 种 是 已 受 感 
染 的 状态 , 另 一 种 则 是 未 受 感染 的 状态 ,并 且 在 这 两 种 状态 中 ,未 
受 感染 的 状态 可 以 转化 为 已 受 感染 的 状态 ,而 不 允许 有 其 它 的 状 
态 转 化 。 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 还 假定 了 两 种 状态 是 均匀 地 混杂 在 
一 起 的 。 设 是 总 人 口 数 ,n 是 已 受 感染 的 人 数 , 则 有 《一 n 为 未 受 
感染 的 人 数 。 归 纳 之 ,有 

表示 在 总 人 口中 已 有 nn 人 受 感 和 染 时 的 感染 率 ， 

n 表示 已 受 感染 的 入 数 ， 

k 表示 总 人 口 数 ， 

Ck 一 n)/k 表示 未 被 感染 的 人 数 在 总 人 口 数 中 所 占 的 比例 ， 


k—n 
| a= a ES"), 
MRR F àa 进行 仔细 研究 就 会 发 现 , 当 n 较 小 时 该 病 的 传染 
. 率 较 高 ,这 是 由 于 有 许多 易 感 染 的 人 与 病 患者 接触 而 引起 了 感染 。 


2] 
7 . 
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随 着 未 感染 的 人 数 减 少 而 被 感染 的 人 数 增多 时 ,可 能 再 被 感染 的 
人 数 就 减少 ,这 时 的 值 也 就 较 小 。 
以 上 两 种 过 程 都 可 以 用 确定 性 模型 或 随机 模型 进行 模拟 。 
5.4.1 确定 性 模型 
我 们 可 以 把 以 上 所 讨论 的 过 程 用 确定 性 的 方法 表示 为 


Niza ~ N, = AN, | k =~] At 





这 里 A 是 一 个 很 小 的 量 。 应 用 导数 的 定义 可 得 
dN, k—N, 
dt aN, | k . 
对 上 式 求解 | , 
IN A lt 
NE=- N) &- 
dN, dN, A 
EN, RG N) Ed 
dN, dN, 
N TEON 
InN, — hnk — N) 一双 十 C 
， ] N, 
"RN, 











= Adt 


='+C 











N = kCle” RC, 
oT TEC TFG, 
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因此 
> No 
C = . 
! k—Ne 
把 C AN EE & 
No u 
N- e| ZON, e 
i 1 二 | No | ex 
k— No 
kN oe” 
T (k — No) + Noe” 
RN e* 


~ k+ NC — 1), 
为 了 方便 起 见 , 我 们 可 把 上 式 改写 为 
RN, 
ke * + N,(1 — e”) 
E Nok 
NO 二 (一 Ne 
上 式 即 为 逻辑 曲线 方程 ,有 时 我 们 又 称 为 ; 形 曲线 。 以 下 我 们 来 研 
究 该 曲线 图 形 的 特点 。 


N,= 





由 于 我 们 有 : 

(1)No=i. 

(2) 当 1>o0 时 ,逻辑 曲线 渐 近 于 直线 , 即 
Nk 
limN, = lim N, + Q- Nye 

考虑 下 面 问题 ， 


(3) 《a) 轩 和 辑 曲 线 在 什么 范围 上 升 或 下 降 ? 
(b) 逻 辑 曲线 是 否 有 极 大 值 或 极 小 值 ? 
(c) 是 否 存在 损 点 ? 

为 了 回答 以 上 问题 ,我 们 可 以 考虑 N, 的 导数 , 即 : 
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a eC a 
de dt No 十 (有 一 Ne 
然而 ,我 们 有 : 
dN, _ k — N,\ 
a = an. j- 


为 了 对 曲线 的 上 升 和 下 降 的 情况 进行 研究 ,就 需要 知道 dN,/dt 是 
大 于 零 还 是 小 于 零 。 如 果 我 们 可 以 证 明 NO H N, <k, EON, 
<k, MSE dN./de>0. 因为 





N= Nok 
: No 十 (k — N,)e7* 
上 式 又 可 表示 为 
- oR 
1 十 E No) ex 
N, 





如 果 &>No, 也 就 是 说 ,如 果 开 始 时 人 口 数 小 于 系统 的 承受 能 力 A， 
则 有 ; 





aos x 
| N, e “>0 


HF ec *>0,(R- Ng) /No>0. 因此， 
有 一 
No 
由 方程 (14) 可 知 N <k 由 于 方程 (14) 的 分 母 大 于 1 ROO, ik 

易 知 N.>o. 
所 以 No<k 时 ,有 


dNo _ k—N, 
w AN,| % 


又 由 0<N,<&, 故 逻辑 曲线 是 单调 上 升 的 。 根 据 IN. /de> 0 可 推 
知 该 曲线 没有 极 大 值 和 极 小 值 。 
以 下 我 们 要 来 考虑 曲线 是 否 存 在 拐点 。 对 Ne 求 二 阶 导数 得 





1+| j>a 





|> o, 








PITA ae Ee e I 


9] 








EN, (=) aN, aN aN, 








drt? k idt k di 
= AN, Me AN 
~ dt k k 
ma 2AN, 
— dt k l’ 
À 
2AN, Yog 一 0 和 4 一 = 0 时 


dN,/df 二 0. 我 们 已 知 INJA BLL EEA 
N, 的 值 使 得 A— CAN, 7k) =0. 如 果 








2AN, _ 
1 一 SOM = 
Bp 
2AN, 
A=] 
则 有 
k 
N, = 5. 


以 下 我 们 要 确定 当 N, =k/2 时 所 对 应 的 时 间 t. 由 
N= 5 = EG Ne 
有 
2N, 
N, + &— Ne 
N, + (k — Ne-* = 2N, 
(k— Npe™ = N, 


-4 No 


i= 

















1 一 -一 zln| 7 =| . 
ey ok OY BG t= (— 1 fA CN, /CR-N,) tt. HHA A HS 
ERP AEB ee H il oH eB HR AY PE «OLS 3. 14. 以 传染 病 
为 例子 ,我 们 知道 当 N,<&/2( 即 已 染病 的 人 数 小 于 人 口 的 172 
时 ,新 纵 病 的 人 数 就 以 较 快 的 速度 增加 ,而 当 N,>A/2 时 ,新 染 上 
疾病 的 人 数 就 以 较 慢 的 速度 增加 。 





N, ) t 
k=- N 


3.14 


t= 二- In¢ 








6 12 18 24 30 36 42 48 RR 


图 3.15 * 
图 3. 15 表示 的 是 一 个 在 受 控 实 验 条件 下 ; 末 蜂 虫口 增长 的 图 





« Ql Batschelet[2]。 该 图 经 Dover 出 版 局 宇 许 从 Locka 的 书 E6jP569 中 复制 得 
到 ,其 数据 是 由 民 . Pearl HS. L, Parken 提供 的 。 
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形 。 s 中 的 曲线 与 逻辑 方程 所 给 出 的 数据 非常 党 吻合 


5.4.2 随机 模型 
对 以 上 过 程 进行 随机 模拟 要 用 到 出 生 率 如 一 in(( 一 总/A)， 
把 出 生 率 代入 方程 (3) 得 ; 
Pa) 一 一 an 5") pc) + àla — 1) fata Pai CE). 
(15) 


MARERE R RAI PH T E: 
OP(s,t) al k— H AP(s,t) AC ss) FP(s,t) 
a = AL a s(s 一 一 一 一 一 一 ， 一 一 一 


at 1) as + k 3s? 


ERE PIPE ATID Tr E. TT ER A A 24 PR XE AS o 
此 我 们 可 以 看 到 ,我 们 所 研究 的 数学 模型 一 下 子 就 转变 为 数学 上 
非常 复杂 的 问题 了 ,我 们 不 直接 求解 这 个 偏 微 分 方程 ,但 是 我 们 能 
够 通过 Laplace 变换 解 出 方程 (15) 中 的 (O. 由 于 对 于 ,存在 着 
使 上 一 * 一 0 的 值 ,因此 我 们 必须 采用 摄 动 法 来 进行 讨论 ,对 于 较 小 
的 &, 令 妃 ==k& 十 e, 并 将 其 代入 方程 05) 中 取代 原来 的 &, 则 可 以 证 
明 对 应 的 概率 pC) A 
1) [k, — 2j 
prt) = ie D | k 2) 


] 





(k, 一 7 

a (和 一 十 站) 

然而 ,根据 这 个 式 子 , 怎 样 找 出 一 种 合理 的 方法 来 近似 ELX O JA 

Var[X()j] 这 仍 是 一 个 需要 解决 的 问题 。 尽 管 对 于 许多 模型 来 说 ， 

随机 模型 的 ELX (7)] 就 等 于 对 应 的 确定 性 模型 的 解 ,但 也 不 是 所 

有 的 情况 都 是 如 此 。 不 过 应 该 指出 ,对 于 给 定 的 A 值 ,借助 于 计算 

机 来 计算 Aa) ELX O JA VarL XO | 的 值 是 不 难 做 到 的 。 因 此 
这 个 随机 模型 仍 是 可 以 算出 结果 并 用 于 预测 的 。 

我 们 介绍 以 上 模型 的 原因 之 一 就 是 为 了 说 明 , 当 在 模型 中 引 


eTA TkH a= 1,2, Jk 
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进 某 些 较 实际 的 假设 后 ,模型 会 变 得 非常 复杂 。 





练 J 
33. 对 于 模型 
k 
N: = EH 
1+ (= | eT% 
假设 No=1,4=100,A=0. 693147. 画 出 N, 的 图 形 , 并 确定 当 N,=A/2 时 所 
对 应 的 时 间 上 


34. ”在 上 一 题 中 ,假设 4 二 1.38629, 试 比较 并 讨论 其 结果 

35. 考虑 一 组 4 的 值 ,对 应 于 每 一 个 4 的 值 画 出 N, 的 图 形 (假设 No= 10 H k= 
500), 并 把 N: 的 图 形 进行 比较 和 讨论 。 

36. 讨论 一 个 可 以 用 逻辑 曲线 进行 模拟 的 过 程 。 

37. ”模型 N 可 以 用 来 对 购买 一 种 新 产品 (如 一 种 叫 拍 立 得 的 照相 机 ,一 -种 新 型 的 
汽车 ) 的 人 数 进行 模拟 ,讨论 怎样 应 用 模型 N ,并 解释 ,4 利 No 对 应 于 什么 
情况 。 

38， 应 当 怎 样 改进 传染 病 模 型 中 的 表达 式 , 使 之 更 符合 实际 情况 ? 

39. 考虑 应 怎样 改进 一 般 微 分 方程 组 才能 使 其 表示 死亡 的 情况 或 表示 同时 有 出 
生 和 死亡 的 情况 。 


5.5 小 结 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 对 前 面 已 讨论 过 的 四 个 模型 简要 地 小 结 
一 下 。 ` 
模型 I : 
(1) 确 定性 模型 ;如 果 Noa N 5 AAt, M N, = Noe”. 
(2) 随 机 模型 ;在 A= An 的 单纯 繁殖 过 程 中 
ap, D =e *(A)"/n!; 
(BD)ELXC) =X; 
(c)Var[ XG) 一 对 
模型 1]: 
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(1) 确 定性 模型 :如 果 Noa —N,=AN,At, Wl] N,= Noe. 
(2) 随 机 模型 :在 A =A 的 单纯 繁殖 过 程 中 
(a) 如 果 开 始 时 种 群 的 数量 i 等 于 1, 则 有 
(plt)=e Ea 
QDELXG)]=e*, 
《iii)Var[ XG) |=e*(e*—1); 
(b) 如 果 开 始 时 种 群 的 数量 等 于 i, 则 有 : 
@pco= ("|| Ce me, 
GDELX (4) ]=ie*, 
Gii) VarLX (z) | =te*Ce*—1). 
FRAY I: 
” (1) 确 定性 模型 :如 果 Na N= ARN, At, M] 
N, = N, + k NYA ~— ee *). 
(2) 随 机 模型 :在 A= Al kn), AAR ees i 
的 单纯 繁殖 过 程 中 ,有 


| (l—-e™*)""(e* to; 


k—1 





(a) p(t) = 


un! 
(DELX() ]=i+ (ki Ae); 
(c) Var LX (t) ]= (k—-i) (e™*) Ae). 
模型 N ;. 
(1) 确 定性 模型 :如 果 Na 一 N=AN CCOR—N,) /B) At, Wl) 
k 


k-N, ye 
Ne Je 


N,= 
1 十 | 





(2) 随 机 模型 ;在 义 一 1C(E 一 四 /人 “单纯 繁殖 过 程 中 


* 此 处 原文 误 为 如 一 加 (一 间作 ) 一 一 译注 
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Ba) = wee pf" | $ =- | 
j=l ji 


ijik on 
oy (Ck, — 1) 
(kh, = G+ 7)) 
S$ 4 M 献 
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教 师 参考 

预备 知识 “本章 的 预备 知识 是 根据 本 章 中 所 用 到 知识 的 情 次 
而 定 的 。 对 于 那些 只 想 作 一 大 概 了 解 而 不 打算 花 更 多 的 时 间 详 细 
地 弄 清 其 数学 细节 的 读者 来 说 ,他 们 可 以 省 略 掉 本 章 中 许多 的 内 
容 , 这 些 人 只 需要 具备 微 积 分 (两 个 学 期 ) 和 概率 论 的 知识 即 可 ,本 
章 中 的 某 些 细节 则 要 求 读者 具备 更 多 的 微分 方程 和 偶 微 方程 方面 
的 知识 。 

E 本章 适 合 于 作为 概率 论 .微分 方程 和 建 模 方面 的 课程 来 
讲授 ,而 其 中 确定 性 模型 的 内 容 则 可 和 作为 微 积分 方面 的 课程 来 讲 
授 。 

时 间 ”快速 阅读 完 本 章 只 需 花 不 到 两 个 小 时 的 时 间 , 然 而 我 
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们 并 不 提倡 这 种 学 习 方法 。 详 细 地 学 完 本 章 大 约 需 要 花 几 周 的 时 
间 。 





第 4 章 


多 物种 生态 系统 动态 发 展 
之 数学 模型 的 一 些 实例 


H. R. Van der Vaart * 


FF 


这 一 章 所 使 用 的 数学 知识 包括 以 下 几 个 方面 。 第 一 ， 微 积分 
学 的 知识 ， 特 别 是 不 定 积分 的 内 容 贯穿 了 整 章 ; 第 二 ， 大 量 地 使 
用 了 等 向 线 一 一 方向 场 方位 。 附 录 A 中 的 A.1 和 A.2 介绍 了 这 
种 方法 ; 第 三 ， 为 了 研究 微分 方程 在 奇 点 附近 的 性 质 ， 本 章 还 使 
用 了 线性 化 方法 。 关 于 这 种 方法 我 们 在 附录 A 的 A.3 和 A.4 中 
进行 介绍 。 此 外 ，1. 6 节 中 还 研究 了 有 关 微 分 方程 的 其 它 一 些 问 
题 ， 本 章 所 需要 的 大 部 分 数学 知识 在 这 一 节 中 被 使 用 (更 详细 的 
情况 请 参阅 所 引用 的 文献 )。 

读者 可 以 自由 地 跳 过 某 些 章节 , 例如 , 1. 6 节 或 2. 3 节 , 也 可 
以 按照 教师 安排 的 顺序 来 进行 学 习 。 一 些 需要 更 为 复杂 数学 知识 
的 习题 也 可 以 暂时 放弃 .读者 可 以 详细 地 复习 A. 3 节 和 A.4 节 的 


nl 


* Department of Statistics, North Carolina State Vniversity, Raleigh, NC 27650. 
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内 容 ， 也 可 以 只 是 了 解 其 中 提 到 的 结论 。 最 后 应 该 指出 ， 我 们 主 
要 是 使 用 分 析 的 方法 和 几何 的 方法 来 进行 讨论 的 ， 但 以 往 的 经 验 
告诉 我 们 ， 用 模拟 或 数字 计算 机 作为 辅助 手段 来 进行 学 习 是 非常 
有 效 的 ， 这 只 需要 适当 的 指导 便 是 可 行 的 。 

根据 各 人 所 选择 内 容 的 不 同 ， 学 完 这 一 章 大 约 需 要 4~10 JF 
的 时 间 , 读者 除了 注意 到 附录 A 所 提供 的 数学 工具 之 外 ,也 请 注 
意 一 下 附录 B (参考 文献 ) 和 附录 C ERRER). 


lL 引 B 


1.1 FARAR 


“ASK Ge” (ecosystem) 一 词 是 Tansley 在 文章 £63] 中 首先 
提出 来 的 。 一 个 生态 系统 包括 了 若干 生物 〈 可 以 属于 许多 不 同 的 
MAD 和 它们 赖 以 生存 的 环境 ， 还 包括 了 生物 之 间 、 生 物 与 环境 
之 间 的 相互 影响 ， 而 所 有 这 些 因 素 都 存在 于 自然 界 中 某 一 没有 明 
确 边 界 也 不 孤立 存在 的 区 域 之 中 。Sukachev 创造 的 “生物 地 理 群 
落 ”(Biogeocoenosis) 一 词 可 能 更 富 于 启发 性 ， 它 多 少 含有 一 点 生 
Mite GB) 和 生存 环境 (群落 生境 ) 之 间 存 在 着 相互 影响 复 
杂 关 系 的 意思 。 

H. Ellenberg 在 (12, p.2] 中 指出 :“ 每 个 生态 系统 在 大 小 和 
结构 上 可 以 有 很 大 的 不 同 ， 整 个 地 球 就 是 一 个 生态 系统 ， 这 是 唯 
一 不 受 其 它 生态 系统 影响 的 生态 系统 。 一 个 小 岛 ， 一 片 森林 ， 一 
个 牧场 ， 一 颗 长 满 营 萝 和 细菌 的 腐烂 残 于 ， 其 至 路 面 上 和 暂时 存在 
的 一 个 泥 坑 , 所 有 这 些 自然 现象 都 可 以 称 之 为 生态 系统 。 因此 , E 
态 系统 不 仅 在 大 小 ， 持 续 时 间 、 种 类 ， 而 且 在 与 其 它 生 态 系统 的 
依存 关系 上 都 可 以 存在 很 大 的 差别 。” 
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我 们 需要 强调 一 下 (参阅 J. Balogh 的 专著 [6, p26), 生物 
群落 和 生存 环境 在 自然 界 中 都 不 是 孤立 存在 的 ， 只 是 为 了 考虑 问 
题 的 方便 地 把 它们 分 别提 出 来 。 

在 生态 学 问题 数学 模型 的 建立 上 ， 一 项 长 期 努力 的 工作 是 钙 
完 同 一 生态 系统 中 属于 不 同 种 类 的 生物 个 体 数 量 的 变化 规律 ， 
U. d'Ancona 的 专著 13] 是 有 关 这 一 内 容 的 一 本 较 好 的 人 门 书 。 我 
MAE RER R TIR RA R ELANI PTF 仑 这 类 问题 的 几 
个 数学 模型 〈 也 即 是 ， 这 种 理论 只 适应 于 系统 SIRRA TRI 
情形 )。 我 们 还 假定 系统 具有 确定 的 空间 边界 (这 是 Ellenberg j&i 
来 的 ), 这 样 便 可 以 根据 系统 中 个 体 的 总 数 或 密度 (单位 面积 或 ý 
位 体积 中 个 体 的 数目 ) 来 描述 系统 。 这 两 个 假定 对 人 口 动 力学 问 
是 中 有 关 数 量 方面 的 研究 是 有 明显 的 实际 意义 的 。 例 如 ， 在 考点 
昆虫 繁殖 ， 渔 马 生产 ， 人 口 爆 炸 等 问题 上 便 是 如 此 。 

在 一 个 生态 系统 中 ， 任 意 两 个 物种 之 问 都 存在 某 种 关系 ， 例 
如 : 

(a) 捕食 者 一 一 被 捕食 者 的 关系 一 类 物种 被 男 一 类 物种 吃 
掉 ) 或 寄主 一 -寄生 物 的 关系 (小 生物 的 生存 是 以 消耗 较 大 
动物 或 植物 的 营养 物质 为 代价 的 ">， 请 参阅 W. C. Allee 等 人 的 志 
a [2, P.253]); 

Cb) 共生 的 关系 4“ 生物 之 间 共 生 的 相互 关系 ”, HL W. C. Allee 
等 人 的 专著 .2,，P395]， 或 “物种 之 间 互 利 共存 的 关系 ”， 见 [2， 
P710]， 有 的 作者 称 这 种 关系 为 互惠 共生 ， 也 有 人 称 之 为 共生 ): 

Co) 互相 部 争 的 关系 ( “相同 物种 或 不 同 物种 之 间 互 机 竞争 的 
关系 "， 见 12，P395]) ， 例 如 ， 同 时 从 周围 环境 中 获取 相同 东西 
的 大 量 的 竞争 现象 。 


1 2 ”生态 系统 动态 发 展 数学 模型 的 起 源 
如 果 问 到 对 这 一 学 科 的 产生 及 发 展 起 着 重要 作用 的 科学 家 的 
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省 字 ， 那 么 首先 要 提 到 的 就 是 Vito Volterra. AYR V- Volterra 传 
记 ” 的 记载 ， 早 在 1901 年 Yolterra 对 数学 在 生物 “和 社会 ) 中 的 
应 用 就 发 生 了 兴趣 , 虽然 在 1925 年 以 前 , 他 在 这 个 领域 中 的 人 研究 
工作 还 没有 多 大 进展 ， 但 是 在 与 U.d Ancona 讨论 了 关于 阿里 阿 
H 〈 在 意大利 的 东边 ) 捕 鱼 数量 波动 的 情况 之 后 ， 对 这 个 问题 的 
研究 工作 就 有 了 迅速 的 发 展 。 用 d Ancona 的 话 来 说 : “一 开始 
Volterra 就 致力 于 研究 这 个 问题 的 普遍 性 " .实际 上 ,促使 Volterra 
对 这 个 领域 进行 普遍 性 研究 的 原因 可 以 追溯 到 这 一 领域 最 早 的 一 
篇 有 关 海 洋 生 物 的 文章 ， 也 就 是 由 R Comitato Talassografico 
Italiano 出 版 的 有 142 页 的 回忆 录 (Variazioni e fluttuazioni in 
Specie animali conviventi). 如 果 将 Volterra 理论 人 研究 的 结果 和 和 促使 
这 个 学 科 发 展 的 实际 数据 作 一 比较 ， 那 么 将 是 很 有 趣 的 ， 有 兴趣 
的 读者 可 以 查阅 dAncona 的 专著 [3] 中 列 出 的 参考 文献 。 

这 里 应 该 提 到 的 另外 两 位 对 这 个 学 科 的 早期 发 展 有 突出 真 献 
的 学 者 ， 他 们 是 : Alfred J. Lotka #1G. F. Gause (有 别 于 数学 
家 C.F.Gause)，Lotka 的 一 些 研 究 工 作 实 际 上 比 Volterra 4 
一 些 ， 读 者 可 参阅 Lotka 的 专著 [45，PP. 88 一 99 ch. 8， 其 中 
就 提 到 了 他 自己 的 一 些 人 研究 工 作 。Lotka 研究 工作 的 出 发 点 似乎 
不 只 是 考虑 由 由 Aneona 提出 来 的 那些 实际 问题 , 而 是 力求 对 “在 
任何 给 定 的 化 会 物 中 ， 支 屿 物质 分 布 的 规律 ”[44, P. 216] 4- 
个 全 面 的 了 解 。Lotka 人 研究 了 许多 化 学 系统 , 这 可 以 参阅 “ 单 分 子 
Fame” (44, P. 204」 和 “化 学 动力 学 问题 是 一 类 范围 更 广 的 问题 
的 特殊 情况 ”[44，P，216]，Lotka 的 文章 L44] 中 ， 前 半 部 分 还 
讨论 了 出 生 率 和 死亡 率 的 关系 ， 年 龄 分 布 和 寿命 表 这 些 人 研究 人 [I 
问题 的 学 者 一 直 感 兴趣 的 问题 ,Gause 是 一 个 人 口 生 态 学 专家 , 他 


* SirEdmund Whittaker, “Obituary Notices of Fellows of the Royal Society”. 1911. 
reprinted in [68. pp. 5—39]. 
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的 1934 年 至 1935 年 他 所 发 表 的 文章 以 及 17] 的 总 述 中 ， 我 们 
可 以 清楚 地 看 到 ，Gause 对 验证 Volterra 的 理论 有 着 相当 浓厚 的 

兴趣 (也 可 参阅 Gause 的 文章 [18])， 此 外，Gause 对 两 物种 相互 
竞争 ， 总 有 一 方 完全 占 上 风 原 理 的 建立 也 作出 了 突出 的 贡献 (可 
参阅 这 一 章 的 3. 3 节 ) 。 


1.3 这 个 学 科 的 一 些 最 新 文献 


自从 Lotka 和 Volterra 开创 了 这 一 学 科 以 来 ， 已 经 发 表 的 文 
章 就 有 好 几 百 篇 ， 其 中 既 有 进一步 发 展 数学 理论 的 文章 ， 也 有 验 
证 理论 的 实验 工作 例如， 前 面 提 到 的 Gause 的 工作 )， 甚 至 还 有 
人 提出 了 用 非 数 学 化 理论 对 这 一 学 科 进 行 研究 。 

希望 对 这 个 学 科 有 一 个 全 面 了 解 的 读者 ， 除 了 可 选用 前 面 提 
到 的 Gause 和 d Ancona 的 专著 之 外 (两 本 专著 都 是 平装 书 ), 下面 
再 介绍 一 些 参考 文献 ”。 

J. Maynard Smith 在 《生物 学 中 的 数学 思想 》[L52」 中 虽然 只 
引用 了 几 篇 参考 文献 ， 但 他 在 其 第 2 章 和 第 3 章 中 所 作 的 解释 对 
读者 是 有 帮助 的 。 作 者 的 另 一 专著 《生态 学 模型 》L53] 强调 了 理 
论 模 型 的 分 析 , 书 中 列 出 了 87 篇 参考 文献 , 其 中 一 部 分 是 与 实验 
观察 有 关 的 。 

M. Williamson 的 专著 L71] 主 要 涉及 到 了 遗传 学 方面 的 问题 ， 
此 书 比 Smith 的 书 少 采用 了 一 些 数 学 方面 的 处 理 ， 书 中 也 提供 了 
286 篇 参考 文献 。 

D. B. Mertz 的 专著 154] 主 要 提出 了 不 确 性 观察 的 思想 利 面 甲 
虫 模型 ， 书 中 列 出 了 102 篇 参考 文献 。 

R. H. MacArthur 的 《地 理 生 态 学 ; 种 类 分 布 模型 》[L47 ch. 


* 这 里 列 出 的 参考 文献 中 ， 前 五 


五 条 目 对 于 主 的 本 科 生 来 说 应 该 是 没有 大多 
Pi ildi ASSN SBA AR BE SE 


数学 
+ 最 后 列 出 的 完全 是 研究 生 水 平 的 
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2) I FERPA RTA aL. 

M. P. Hassell 在 《市 胶 捕 食 者 一 一 被 捕食 者 系统 的 动力 学 》 
[26」 中 列 出 了 280 篇 参考 文献 ， 其 中 大 部 分 是 描述 观察 工作 的 ， 
理论 方面 的 工作 不 多 ， 并 且 许 多 模型 都 是 离散 时 间 模 型 。 

R. M. May 的 专著 (50) 主要 是 理论 方面 的 工作 , 也 有 少量 的 
实验 工作 ， 书 中 提供 了 230 篇 参考 文献 。 

M. B. Usher 和 M. H. Williamson 主编 的 《生态 稳定 性 》 
L65] 收集 了 有 关 课 题 的 12 篇 文章 , 其 中 既 有 理论 方面 的 研究 , 也 
有 实验 方面 的 工作 ， 每 篇 文章 都 附 有 参考 文献 《大约 有 1 一 2 页 
K). 

N. S. Goel 等 人 发 表 在 《现代 物理 评论 》(Vol. 43, PP. 231 
一 276, 1971 年 4 月 ) 上 的 文章 [21] 是 物理 学 家 在 Volterra 模型 
上 建立 超 结构 的 尝试 。 

还 有 一 些 杂 志 也 经 常 发 表 有 关 的 文章 , 例如 下 面 的 刊物 : The 
American Naturalist, Theoretical Population Biology, Acta 
Biotheoretica, Bulletin of Mathematical Biology (原名 为 :; Bulletin of 
Mathematical Biorhysics ), Journal of Theoretical Biology, 


Mathematical Bioscience 和 Ecology. 
1.4 ”模型 数学 水 平 与 现实 性 的 说 明 


考虑 到 这 个 正在 不 断 发 展 的 领域 丰富 的 内 容 以 及 读者 对 象 是 
大 学 本 科学 数学 的 学 生 ， 这 里 我 们 只 介绍 这 个 领域 早期 的 一 些 工 
作 。 要 在 这 短 短 的 篇 幅 中 使 读者 对 这 个 领域 的 发 展 情况 有 一 个 全 
面 的 了 解 ， 那 是 很 难 做 到 的 。 虽 然 一 些 新 的 进展 所 使 用 的 数学 知 
识 和 以 下 我 们 将 使 用 的 数学 方法 相差 不 大 ,但 是 随 着 研究 的 深入 ， 
要 使 所 建立 的 模型 更 接近 于 客观 实际 ， 就 必定 需要 更 为 复杂 的 数 
学 工具 和 计算 机 程序 (这 是 因为 一 些 复杂 的 数值 方法 ) 。 因此 在 这 
里 我 们 还 不 可 能 令 人 满意 地 建立 诸如 地 球 ， 森 林 ， 甚 至 是 院子 后 
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面 的 一 个 小 坑 这 样 一 些 实际 问题 的 模型 。 

然而 这 是 没有 什么 值得 遗憾 的 ， 我 们 只 要 回顾 一 下 近 几 十 年 
来 许多 数学 家 和 生物 学 家 走 过 的 道路 就 会 发 现 ， 这 种 情形 是 很 日 
然 的 。 现 在 许多 高 等 学 校 的 物理 教程 也 都 不 可 能 全 面 地 介绍 本 学 
科研 究 的 金 部 内 容 ， 更 何况 生态 系统 是 更 为 复杂 的 学 科 。 我 们 期 
望 读 者 在 学 完了 这 一 章 之 后 ， 将 可 以 达到 能 够 读 懂 如 American 
Naturalist 这 类 刊物 那样 的 水 半 , 当然 读者 未 必 能 写 出 这 种 水 半 的 
文章 来 。 在 这 一 章 中 ， 读 者 也 将 学 到 在 人 赋 究 一 阶 非 线性 常 微 分 方 
程 组 (特别 是 二 维 的 情况 ) 解 的 性 质 中 非常 有 用 的 一 些 数学 技巧 ， 
它们 在 其 它 的 应 用 领域 中 ， 也 是 非常 有 用 的 ， 

下 面 我 们 谈 谈 有 关 建 立 生 态 系统 数学 模型 的 问题 。 首 先 提 到 
的 是 Volterra 的 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 ， 它 嚼 然 得 出 了 一 些 有 
趣 的 结果 ， 但 是 由 于 这 个 模型 做 了 许多 简化 假定 ， 所 以 实际 上 这 
个 模型 并 没有 包含 多 少 生 物 上 的 意义 。 继 Volterra 模型 之 后 提出 
来 的 模型 则 由 于 较为 复杂 ， 以 致 没有 办 法 用 分 析 的 手段 来 进行 解 
决 ,我们 只 能 用 定性 方法 或 借助 计算 机 用 数值 方法 来 进行 研究 。 由 
此 着 来 , 在 建立 数学 模型 时 , 过 于 简化 则 会 失去 生物 上 的 意义 , 而 
稍为 复杂 一 点 的 模型 则 又 找 不 到 解析 解 ,尽管 做 了 所 有 这 些 工作 ， 
从 生物 学 角度 来 看 ， 这 些 模型 仍然 是 太 简单 了 ， 于 是 有 些 人 失去 
了 人 饰 究 的 信心 。 当 然 没 有 理由 如 此 失望 。 生 态 学 家 对 这 些 模型 进 
行 了 侠 究 ， 并 且 设 计 了 大 量 的 实验 以 否定 它们 或 者 发 展 它 们 。 这 
正 是 科学 发 展 的 途径 ， 一 方面 是 观察 和 实验 ， 另 一 方面 则 是 理论 
的 推 霄 ， 二 者 互相 检验 ， 不 断 推进 ， 但 是 最 终 正 确 与 否 或 许 永 过 
也 难 下 和 定论。 许多 数学 家 觉得 这 种 不 能 得 到 确切 答案 的 研究 没有 
多 大 意思 ， 但 是 凡是 立志 于 研究 生物 科学 或 社会 科学 的 应 用 数学 
家 都 应 该 意识 到 ， 他 们 所 提出 的 每 一 个 实际 模型 都 有 可 能 受到 批 
评 或 被 人 们 所 和 否定， 这 或 许 不 是 因为 数学 上 的 原因 ， 而 是 因为 他 
的 模型 不 符合 生物 的 〈 或 社会 的 ) 实际 背景 。 
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为 了 培养 读者 批判 ， 改 进 的 思维 方法 ， 这 一 章 中 各 部 分 都 提 
出 了 一 些 讨论 题 。 在 这 些 讨论 题 中 ， 要 求 读者 来 考虑 研究 所 讨论 
模型 的 不 足 之 处 ,并 且 解 释 为 什么 该 模型 在 某 一 方面 是 不 足 的 , 然 
后 再 提出 改进 模型 的 方法 。 如 果 有 合适 的 计算 机 设施 ， 也 可 以 把 
学 生 分 成 小 组 用 数值 方法 来 检验 这 些 改进 后 的 模型 ,通过 计算 , 同 
学 们 可 能 发 现 改 进 后 模型 的 解 更 符合 实际 ， 也 可 能 发 现 比 原来 的 
模型 更 为 糟糕 。 应 该 指出 ， 这 些 讨论 题 不 拘 一 格 ， 也 没有 标准 答 
案 ， 这 样 做 的 目的 纯粹 是 为 了 培养 读者 “ 吹 毛 求 竟 ” 的 能 力 。 

尽管 这 一 章 力 求 培养 读者 的 批评 观点 ,但 在 考虑 问题 的 时 候 ， 
注意 不 要 忽视 模型 的 实际 背景 ， 事 实 上 ， 被 讨论 的 主要 模型 都 是 
正式 发 表 的 ， 它 们 都 不 是 为 我 们 这 个 目的 而 设计 的 。 

最 后 要 提 到 的 是 用 实验 或 观察 数据 来 检验 模型 的 问题 。 由 于 
生物 学 家 更 喜欢 用 图 象 来 反映 实验 观察 的 结果 ， 所 以 在 写 这 一 章 
的 过 程 中 ,作者 一 直 没 有 找到 一 本 给 出 实际 实验 数据 的 参考 书 , 虽 
然 Leigh 的 文章 [38, PP. 58—60] 给 出 了 一 些 数据 表 ， 但 是 这 
些 数据 实际 上 也 是 从 某 一 个 图 像 上 读 出 来 的 〈 见 该 文章 中 53 一 56 
页 上 的 叙述 ) 。 读 者 也 可 以 从 反映 实验 结果 的 图 象 上 自己 读 出 数据 
来 对 模型 进行 检验 ， 至 于 模型 和 数据 的 拟 合 问题 ， 读 者 只 能 作 一 
估 测 。 优 化 统计 方法 是 一 个 很 活跃 的 研究 课题 ， 不 过 粗略 的 估计 
也 可 以 从 相 平 面 上 表示 实验 数据 的 点 上 得 到 。 


1.5 模型 的 数学 特点 


我 们 首先 讨论 仅 包 含 两 个 物种 ， 即 二 维系 统 的 数学 模型 〈 后 
面 将 加 以 推广 )。 这 种 系统 在 自然 界 是 很 少见 的 , 但 实验 室 中 却 一 
直 在 研究 这 一 类 系统 例如 ， 见 Gause 的 专著 [17」 和 Huffaker 
的 文章 [30j) ， 我 们 之 所 以 要 先 来 研究 这 类 系统 ， 其 原因 之 一 是 
内 为 它 易 用 于 教学 ,借助 纸 和 笔 或 者 黑板 就 可 以 将 系统 表示 出 来 ， 
并 且 系 统 的 许多 数学 性 质 也 可 以 用 简单 的 方法 来 进行 研究 ， 因 此 
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先 学 习 这 类 系统 ， 对 初学 者 是 比较 容易 接受 的 。 同 时 我 们 也 应 该 
指出 ， 在 许多 实际 问题 中 ， 往 往 不 能 用 二 维 来 描述 系统 ， 切 合 实 
际 的 描述 往往 需要 涉及 到 更 高 的 维 数 〈 例 如， 参阅 第 4 节 中 围绕 
方程 (25) 的 讨论 ), 不 过 所 采用 的 数学 方法 在 很 多 地 方 与 二 维 问 
题 是 相似 的 ， 当 然 也 有 一 些 方法 在 研究 二 维系 统 的 时 候 是 没有 接 
触 到 的 。 总 的 来 说 ， 高 维 的 生态 系统 是 非常 普遍 的 ， 但 在 这 一 章 
中 我 们 的 着 重点 还 是 放 在 二 维系 统 的 研究 上 。 

我 们 讨论 的 模型 的 另 一 特点 是 确定 性 ， 这 或 许 被 认为 是 不 太 

合 实际 的 。 这 些 模型 没有 考虑 许多 难以 控制 的 干扰 因素 ， 虽 然 
这 些 因素 刻 划 了 许多 生物 实验 的 特征 , 并 且 其 影响 可 以 从 [17j 中 
的 图 24 和 图 25 (pp, 106—107) 中 明显 地 反映 出 来 。 我 们 将 讨论 
限制 于 确定 性 模型 有 几 个 方面 的 理由 。 第 一 ， 这 个 学 科 的 创始 人 
就 是 这 样 处 理 问 题 的 ， 当 时 研究 的 问题 可 能 是 物理 学 方面 的 ， 并 
且 从 过 去 至 现在 发 表 的 许多 文章 也 都 是 有 关 确 定性 的 问题 ， 正 象 
前 面 所 说 的 ， 作 为 这 个 学 科 的 一 个 导 引 ， 把 问题 限制 在 确定 性 的 
范围 内 进行 讨论 是 最 为 合适 的 ; 第 二 ， 大 多 数 随机 模型 在 数学 上 
是 难以 处 理 的 ， 处 理 这 些 模型 一 般 都 需要 从 离散 模型 人 手 (参阅 
1.6 节 讨 论题 D, 利用 计算 机 进行 模型 研究 《例如 ，Bartlett 的 文 
章 7]. Leslie 和 Gower 的 文章 [42], Leslie 的 文章 [41]. 虽然 
这 给 我 们 提供 了 应 用 计算 机 处 理 数学 问题 的 机 会 ， 但 是 在 这 里 我 
们 不 打算 把 研究 的 重点 放 在 这 一 方面 。 从 有 关 研 究 随机 模型 的 文 
献 〈 例 如 ，Reuter 的 文章 L59], Iglehart [32], Tsokos 和 HinKley 
[64]) 可 以 看 出 ， 研 究 这 一 类 问题 所 需要 的 知识 准备 已 经 远 远 地 
超出 了 我 们 讨论 的 范围 第 三 ， 确 定性 模型 是 研究 随机 模型 的 基 
BE (参阅 Feller 的 文章 [14], Neyman 等 人 的 文章 [55], Mertz 的 
文章 [541)， 掌 握 了 确定 性 模型 的 研究 方法 ， 对 进一步 学 习 随 机 
性 模型 是 大 有 神 益 的 。 总 而 言 之 ， 先 研究 确定 性 模型 对 刚刚 接触 
这 个 学 科 的 读者 来 说 是 最 为 合适 的 ， 但 是 如 果 要 深入 研究 这 一 学 
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科 ， 那 么 就 必须 掌握 更 多 的 知识 了 。 

最 后 应 该 指出 ， 我 们 在 这 一 章 中 讨论 的 模型 大 多 数 是 用 微分 
方程 来 表示 的 , 这 里 自然 隐 含 着 三 个 方面 的 假设 : (a) 模型 是 根据 
现在 来 预测 不 远 的 将 来 , 而 与 过 去 的 情况 无 关 ; O 在 长 度 为 h 的 
短 时 间 僻 隔 中 ， 状 态 变 量 的 增 量 可 以 用 以 bh 为 变量 的 特定 类 型 函 
数 来 表示 ; O 模型 是 连续 而 不 是 离散 的 。 下 面 我 们 分 别 来 解释 
这 三 个 方面 的 假定 所 包含 的 意思 。 

Co) 此 处 的 模型 可 以 作为 下 述 一 类 模型 之 子 集 的 极限 情况 。 
如 果 x (1) 表示 物种 1 在 时 刻 上 的 数量 ，y (4) 表示 物种 2 在 时 刻 
t 的 数量 , 那么 从 时 刻 : 到 时 刻 t 十 h, 两 个 物种 的 数量 将 依赖 于 4h， 
x(t) My O WH: | 

at +h) — rlt) = Fh, c) y(t)) 
ya +h) — ya) = Gh, zt), y(t)) 
Tt 论题 

1. GRR APR AAA RAD th BE, PBC CAP 2 (1 十 h) 一 + (1) 和 

y (+h) —y (DD) 不 仅仅 依赖 于 x O Aly O 的 情况 。 对 这 个 问题 ， 可 以 

考虑 人 口 增长 的 问题 ， 分 析 增 量 x (1 十 h) 一 x (O) 和 现在 以 及 过 去 人 口 数量 的 

关系 。 对 于 过 去 的 情况 起 着 重要 作用 的 这 类 问题 , 我 们 就 不 能 简单 地 用 (1) R 


RET KRM HBR (DAG ) 也 依赖 于 zx ( ) 和 y( ) 在 
:时刻 之 前 的 值 。 


C1) 


£1 对 于 函数 的 增 量 与 过 去 的 情况 有 关 的 问题 ,例如 模型 : 
alt +h) — x(t) = Fh, elt), ya), et — r), y — 7)) 
ye +h) — y@) = GAO) yO xt Ty — 1)) 
在 数学 上 处 理 起 来 就 要 比 (1) 式 困 难得 多 (参阅 1.5 节 的 讨论 题 
5). 因 此， 即使 在 人 口 问 题 的 研究 中 ， 不 考虑 过 去 因素 的 影响 是 
颇 有 争议 的 ， 人 口 统计 学 家 如 Pearl 和 Reed 也 一 直 采 用 模型 (1) 
的 形式 来 进行 研究 。 基 于 同样 的 理由 ， 这 里 我 们 主要 讨论 的 模型 
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也 是 形 如 (1) 式 的 模型 。 
(8) 假定 模型 (1) 中 的 函数 CA, x, y) AIG (A, z, y) 可 
分 别 表 为 hp Cr, y) Mhed Cr, 人， 那么 模型 (1) WHY: 


TELA an) = x(t), y(t)) 


(2) 





ya + » TIW L yer) y(t). 


注 2 这 个 假设 与 物理 学 和 化 学 中 建 模 所 作 的 假设 是 类 似 
的 。 我 们 假定 |zG 十 和 一 xb| 是 六 的 增 函 数 是 很 自然 的 ,但 是 为 
FARELO a) ARES AAR AIT *Ce> 0) RIE LEE? 这 
一 点 却 是 难以 解释 清楚 的 .换言之 ,虽然 物理 和 化 学 上 是 根据 单位 
时 间 内 量 的 变化 率 来 考虑 问题 的 (实际 上 是 根据 诸如 


x(t+h)—2@) Kna 、 
一 一 一 一 的 量 ), 但 是 对 于 生态 理论 ,这 样 考虑 是 不 是 合适 
呢 ? 
wT 论题 
2. TERA: 在 建 模 过 程 的 下 一 步 《 见 Gr), MEXE OCA. r, yp) AIG CA. r, 
y) 作 弱 一 点 的 假设 : 记忆 CA, xz, y) 二 hg hs, x y), GCA, x, y) = 
h «gt th, as ys 只 要 lime" Ch, Ty y) 与 img" (A, rs y) 存在 ， 就 可 以 
得 到 微分 方程 (3)， 


(Y) 最 后 ， 类 似 于 物理 学 和 化 学 中 的 建 模 〈 一 个 较 好 的 例子 
W L15, Vol. 1, §8—2, 8 一 3 和 9 一 5], 在 这 篇 文章 中 , 传统 的 
速度 定义 被 讨论 )，(1) 式 应 对 一 切 h， 不 管 是 小 量 或 不 太 小 的 量 
都 成 立 ， 故 令 h 一 0 便 可 得 到 微分 方程 组 
Z(t) = grlt), y(t)) 
yt) = ort), y0)) 
注 3 这 一 假设 对 生物 学 家 来 说 是 不 太 容易 接受 的 ， 因 为 他 


(3) 
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们 对 人 口 数量 的 观察 在 时 间 上 不 可 能 是 连续 的 ， 他 们 只 能 在 离散 
的 时 刻 进 行 观察 ， 并 且 得 到 的 数值 Cz ©) Aly © RR) 也 
是 离散 的 ， 而 且 也 只 能 是 整数 值 ， 从 数学 的 角度 来 说 ， 离 散 时 间 
模型 和 连续 时 间 模 型 并 不 是 等 价 的 (参阅 1.6 节 ), 但 从 生物 学 的 
角度 来 说 , 我 们 可 以 把 x My 理解 为 生物 质量 ”, 它 是 一 个 连续 的 
量 ， 或 是 理解 为 受 微 小 随机 扰动 影响 的 离散 变量 的 平均 值 ， 它 也 
是 一 个 连续 的 量 。 在 1.6 节 中 ， 将 给 出 一 些 例子 来 比较 离散 时 间 
模型 和 连续 时 间 模 型 。 


当 我 们 接受 了 微分 方程 的 观点 作为 生态 系统 建 模 的 方法 之 

后 ， 剩 下 的 主要 问题 就 是 怎样 确定 〈3) 式 中 的 函数 P 0 ) 和 vy 
CO.. 我 们 可 以 这 样 来 考虑 ， 如 果 物 种 1 在 某 一 时 刻 灭 绝 ， 则 从 
那 一 时 刻 之 后 必 有 并 a) =0 (没有 迁移 时 )。 同 样 的 道理 对 y 
O 也 适合 ， 从 而 有 : 

90,y)=0 

g(r,0) = 0 
满足 条 件 (4) 的 函数 p( ) 和 wy( ) 可 以 有 各 种 不 同 的 取 法 。 
一 种 传统 的 取 法 是 令 P (zx, y) =r 了 (x, y) Me Cr, y) 
yeg @, y), 其 中 f+( Me © ) 为 有 界 函 数 。 由 微分 方程 
组 (3) 可 得 ; 


(4) 


on = a(t) + f(x(t),y(t)) 
ya) = yE) e gx) y) 


或 简 记 为 : 
zT 一 af(a, ) 
| . > 5 (5a) 
y= yelasy) 
虽然 研究 人 口 动力 学 的 学 生 容 易 地 提出 了 生物 质量 的 概念 EN 种 用 连 
ly WR se HE US Hh BE ER HSH 但 我 没有 看 到 过 有 关 这 个 概 的 实例 。 我 
们 可 以 用 活 重 或 干 重 作为 生物 质量 的 变量 
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其 中 z，y 是 上 的 函数 。 下 面 将 根据 物种 1 和 物种 2 之 间 的 不 同 关 
系 ,〈 捕 食 者 一 一 被 捕食 者 的 关系 ; 互惠 共生 的 关系 ; 互相 竞争 的 
关系 )， 取 几 种 特殊 形式 的 函数 C) Me C ) 进行 讨论 。 
注 4 一 般 地 , 初 值 条 件 都 采用 (4) 的 形式 ,但 并 非 普 遍 适 用 ， 
在 后 面 的 讨论 中 ,对 于 例外 的 情况 将 加 以 特别 的 说 明 。 
作为 第 一 个 简单 的 例子 ,也 作为 我 们 进一步 讨论 的 准备 ,我 们 
先 来 考虑 一 维和 人 口 数量 增长 的 问题 ,这 时 (5) 式 可 写 为 : 
H(t) = x(t) + f(2(t)) Mz = zf (zx) (5b) 


这 里 jz)=2z/z 是 人 口 的 相对 增长 率 。 在 早期 (实际 上 是 在 


Malthus 之 后 ), 人 口 统计 学 家 认为 :人 口 数量 的 增长 不 可 能 永远 
以 一 个 不 变 的 比率 增长 。 人口 数量 存在 一 个 最 大 值 &, 这 个 最 大 值 
k 是 由 环境 因素 确定 的 (一 “环境 的 容许 量 ”) ,并 且 当 人 口 的 数量 
RRIKA k i/r 越 小 。 当 z 一 上 时 ,应 有 2/z 一 jz) 一 0; 当 0< 
< 时 ,f(z) 应 该 是 一 个 单调 递 三 函数 。 具 有 这 种 性 质 的 最 简单 函 
数 之 一 是 : f(z) 二 r(1 一 zx/k) ,因此 微分 方程 (55) 便 可 表 为 : 


0 = r20[1-22) girai). 60 


这 就 是 逻辑 (logistic) 方程 (例如 ,参阅 Gause 的 专著 [17, pp. 32 一 
44), 


Be 习 
1. eG) =rr G), et, x (to) 一 ro，r 为 常数 ， 求 zx (1)，( 指 数 增 长 或 对 
数 增长 》 
2. 证 明 : 
a= 一 一 (5d) 
1+ 70 rly) 
To 
是 初 值 问题 


[e = rz 1 一 =| 


TD = y 
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ROME CRISS (Sd) 是 满足 初 值 条 件 x (to) =r 的 逻辑 方程 的 解 ) 。 这 个 解 在 ， 
<to 中 也 有 定义 。 


. Wr=0.01, K=800, WAT >t Mtt MEH dD 所 确定 的 函数 > 


O 的 图 像 。 值 得 注意 的 是 ， 对 于 生物 问题 ，xe WWE: Oak, MEH r 
> K 和 ro<0 时 式 (Sd) PPE AE AY. ARIEL r0, r> 
K H OKK 这 三 种 情况 所 对 应 的 函数 图 像 。 

4. 可 以 用 下 述 的 方法 直接 得 到 形 
如 (5c) 式 的 微分 方程 的 积分 曲 
线 。 对 1 一 + 平面 上 任 一 点 ， 出 
方程 (5c) 可 计算 出 zt 0) 的 值 ， 
这 就 是 通过 这 一 点 的 积分 曲线 
在 这 一 点 处 切线 的 斜率 ， 过 这 图 -4. 1 
一 点 作出 一 短线 段 来 表示 切线 
《图 4. D. 由 此 我 们 便 斌 以 得 到 像 磁场 中 小 铁 习 的 分 布 那样 的 图 形 。 按 这 种 方 
法 作出 图 像 并 将 其 与 练习 3 的 结果 进行 比较 。 





- 投 两 条 积分 曲线 具有 相同 的 ,大 A xo (A. (Ato 值 不 等 , 比较 这 两 条 积分 曲线 ， 


它们 有 什么 差别 ? 


论 a 


-AR Od) 的 形式 上 看 ,x (0 似乎 依赖 于 四 个 参数 r， K, to 和 ro 证明: X 


RRE: r (4) 只 依赖 于 三 个 参数 ， 


， 上 面 对 S 式 中 的 函数 了 (z)， 特 别 地 取 为 ” (1 一 z/ 天 )， 其 理由 似乎 过 于 简 


单 , 有 人 曾 提出 了 几 个 合理 化 的 方案 ,但 是 这 些 改 进 的 方案 , 也 仅仅 是 拟 合 了 
一 些 数据 例如， 参阅 Pearl 和 Reed 的 文章 [56], [17] 中 引用 了 他 们 的 结 
果 )。 大 约 在 1839 年 左右 ，Verhulst 在 他 的 论证 中 提出 了 他 的 假定 ， 在 农业 社 
会 中 ， 相 对 增长 率 开 始 时 是 无 限制 的 上 升 的 , 直到 临界 状态 6 之 后 ， 它 将 以 与 
实际 超过 6 的 部 分 成 比例 的 下 降 。 说 明 这 一 假设 能 否 导出 上 面 形式 的 (zx) 的 
表达 式 。 


. 无 论 引起 人 口 数 量 增长 速度 的 减 慢 是 什么 因素 , 其 结果 不 会 是 立即 就 显示 出 来 


的 ， 因 此 有 人 提出 了 用 微分 方程 
#Q) = KIOK — r(t — r) r> 0 


替换 逻辑 方程 这 个 表达 式 说 明了 相对 增长 率 的 减少 是 与 过 去 人 口 数 量 的 多 少 
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有 关 的 。 考虑 用 练习 4 给 出 的 数学 方法 来 处 理 上 式 中 的 x 4 一 上 D， 你 将 会 发 现 ， 
这 时 不 能 象 练 习 4 那样 先 作出 方向 场 ， 而 必须 用 到 z 在 两 个 时 刻 + 和 :一 r 的 
值 , 然后 再 一 步 一 步 地 作出 积分 曲线 。 考虑 这 时 党 要 提供 什么 初 值 条 件 ” 对 相 
间 的 参数 入 ,将 迪 辑 方程 的 解 与 这 个 方程 的 解 进行 比较 。 可 参阅 KaKutani 
和 MarKus 的 文章 £34). 


1.6 离散 时 间 模 型 和 连续 时 间 模 型 


在 1.5 节 注 3 中 ， 我 们 从 侧面 提 到 了 离散 时 间 模 型 和 连续 时 
间 模 型 的 比较 问题 。 这 主要 体现 在 计算 和 建 模 两 个 方面 ， 从 数学 
的 角度 来 说 ， 两 者 虽然 不 同 ， 但 却 是 相互 联系 的 ， 两 者 之 间 的 一 
个 重要 差别 就 是 步 长 的 问题 ， 计 算 机 不 能 表示 连续 变量 ， 为 了 使 
用 计算 机 进行 计算 ， 首 先 必须 将 连续 的 量 离散 化 ， 另 一 方面 ， 当 
步 长 不 断 变 小 时 ， 在 许多 情况 下 ， 便 可 以 使 得 到 的 结果 充分 好 地 
接近 于 问题 的 结果 。 

关于 模型 的 离散 化 问题 ， 首 先 要 遵循 模型 应 该 与 实际 问题 相 
一 致 的 原则 ， 也 就 是 要 符合 客观 实际 ， 因 此 步 长 应 该 由 实际 情况 
来 确定 , 比如 说 、 可 以 用 两 次 观察 相隔 的 时 间 , 也 可 以 用 一 代 , 或 
者 类 似 的 一 个 非 负 量 作为 步 长 …… 生 物 学 家 反对 选用 与 实际 情况 
不 相符 的 步 长 。 因 此 对 于 这 一 类 步 长 有 实际 意义 的 问题 ， 一 般 就 
不 采用 步 长 不 断 变 小 的 方法 来 允 近 问题 的 精确 解 。 下 面 我 们 提出 
一 些 问 题 让 读者 自己 进行 考虑 。 需 要 更 详细 了 解 这 个 问题 的 读者 
可 参阅 H. R. Var der Vaart 的 文章 L66]. 学 生 的 设计 作业 可 以 很 
”容易 地 从 这 一 内 容 中 找到 。May 在 文章 [5] 中 也 讨论 了 一 些 有 关 
的 问题 。 更 专业 化 的 课题 在 后 来 的 工作 中 研究 ， 例 如 Li 和 Yorke 
的 文章 [43]. 


练 习 
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it) =Ar(t), rO) = 


A: 
st = ey 
差分 方程 
ra +h) — xt) = hartt),x(0) = 
有 解 ， 


rah) 一 (1 一 Ar & 
由 差分 方程 ， 令 h 一 0， 便 可 得 到 微分 方程 。 对 于 \>>0,，h>0 的 情形 ， 差 分 方 
程 的 解 的 性 态 和 微分 方程 的 解 扩 相同 ; 但 对 于 和 <0，h>0 的 情形 ， 当 Th 
|>1 时 ， 近 似 效 果 不 好 ， 当 lxh1>2 时 ， 近 似 效果 更 不 好 。 请 验证 这 些 结论 ， 
2. 差分 方程 
ra + A) — ra) = (es — lra, 70) = & 

Bho 时 ， 收 敛 于 练习 1 中 的 微分 方程 。 证 明 无 论 ，h 取 何 值 ， 差 分 方程 的 
解 与 微分 方程 x 二 Xx 的 解 在 某 个 数 的 倍数 所 组 成 的 一 列 点 上 取得 完全 相同 的 
解 值 。 


注 1 上 面 两 道 练习 题 说 明了 这 样 一 个 事实 ， 存 在 两 个 或 两 
个 以 上 的 差分 方程 “实际 上 有 许多 )， 当 h>0 时 ， 收 敛 于 相同 的 
微分 方程 ， 但 对 有 限 步 长 ， 差 分 方程 的 解 未 必 与 微分 方程 的 解 相 
同 。 对 于 离散 模型 的 建 模 者 , 问题 在 于 如 何 选取 适当 的 差分 方程 。 
关于 这 个 问题 ， 可 参阅 Greenspan 的 专著 [24]. 


练 习 


3. 有 的 读者 可 能 认 头 : 减少 步 长 总 可 以 使 差分 方程 的 解 与 对 应 的 微分 方程 的 解 之 
间 的 误差 减少 ， 下 面 举 一 个 例子 ， 说 明 情 况 并 不 完全 如 此 。 差 分 方程 
xlt + 2h) — dala +h) + (3 — 2ah)rG) = 0 
也 即 
alr + 2h) 一 Axle +h) + 320) ] = erlt) 
(a) 证 明 : 车 函数 x ( ) 可 微 , W Ao 时 ,左边 的 极限 为 一 OD. 由 
此 哥 知 ， 似 乎 可 通过 这 个 差分 方程 来 求 微分 方程 羡 (1) 十 ar (1 一 0 
的 近似 解 。( 提 示 ， 应 用 有 余 项 o M 的 台 劳 级 数 ,) 
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(b) 证 明 ; 仅 有 zx (0) =O 作为 求解 差分 方程 的 初始 条 件 是 不 够 的 ， 要 确 
“ 定 差 分 方程 的 解 还 必须 再 给 出 一 个 条 件 , 例如 , Ue (4) = 了 (现在 全 
可 以 由 差分 方程 算出 《2h)，2〔34)，…)， 当 然 为 了 使 差分 方程 的 
解 近 似 于 (O tar (1) =0, x (0) =f AYR. x D 的 值 7 必须 取 
得 合适 ， 我 们 可 以 取 x Ch) =ke. 
(c) 证 明 ， 差 分 方程 的 通 解 为 
cf2 — VL + ah) + eal + V1 + ah), 
| t= Oh, 2h, Bhy cores, 
根据 差分 方程 导出 递 推 关 系 ， 由 递 推 关系 我 们 只 能 求 出 =0, 2, 2h, 
3h, ita € O 的 值 。 

(d) 证明， 当 1 固定, Gheo, 则 有 《2 一 Mi 十 2qh) 必 的 极限 为 e-"， 而 
2 十 Mi 十 2qh) 人 “的 极限 不 存在 , 对 于 固定 的 1， 当 hh->0 时 , 它 浙 近 于 

ghenr, 
RMH ho 时 ,， 商 HVI H 2h) 3 ARREK ee/3、 这 就 是 本 练 
习 开头 所 指出 的 。 事 实 上 ,对 固定 的 +， 当 和 -0 时 ，3' 趋 于 无 穷 。 因 
此 ， 步 长 减 小 时 ， 情 况 更 糟 。 

Ce) 使 差分 方程 的 解 在 A+ 0 时 收敛 的 唯一 方法 是 令 cz 二 0， 但 在 实际 的 数 
值 分 析 中 ， 这 是 不 可 能 的 。 换 言 之， 在 数值 计算 中 ,不 是 通过 差分 方 
程 的 通 解 

(2 — VI H ahy + (2 + A + 20h) 
来 求 数值 解 的， 实际 上 是 给 定 初 值 x (0) =f, r (A) 一?， 再 由 递 准 
公式 来 进行 计算 的 。 即使 是 取 7 精确 地 “等 于 "$ (2 一 人 /1 十 2ah) ,但 
是 由 于 计算 机 进行 数值 处 理 的 时 候 ， 存 在 一 个 微小 的 误差 ， 所 以 经 过 
几 步 的 选 代 运算 以 后 , 近似 值 与 理想 值 $ C2 一 ~M + 20h)!" By HE ES 
越 来 越 大 ， 由 于 因子 3 人 * 当 有 ->0 时 是 发 散 的 ， 所 以 当 甩 越 小 时 ， 误差 
所 导致 的 发 散 便 越 快 。 


D 这 个 练习 属于 “线性 多 步 法 的 数值 稳定 性 "的 内 容 , 读者 可 参阅 Lapidus 


Al Seinfeld 的 专著 [37] 中 的 3.2 4. 

Cg) 让 我 们 重复 一 下 ， 这 个 练习 说 明了 对 于 渐 近 于 某 一 微分 方程 的 差分 方 
程 ， 即 使 可 以 控制 其 步 长 ， 当 步 长 减 小 时 , 近似 结果 不 一 定 变 得 更 好 ， 
事实 上 ， 可 能 会 更 差 ， 
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现在 回 到 我 们 最 初 的 论点 。 对 于 当 其 步 长 & 一 0 时 , 与 所 有 物 
理科 学 的 模型 一 样 ， 导 致 某 一 微分 方程 的 差分 方程 ， 当 疡 为 有 限 
值 时 之 解 可 能 与 其 (极限 情形 的 〉 微 分 方程 之 解 很 不 一 样 。 


练 o y 


4. 微分 方程 
i =— [rr =F 
有 解 
xt) = -上 
F 二 ?1 一 0 
分 别 研究 当 $=200, F>0, C=0, CORY, PARE > 中 的 形状 。 
差分 方程 
zit + h) — xt) =— hlr Esri) = 200.4 = 0.01 
可 以 化 为 : 


a +h) = x(t)[?] 
IPR x Goto. 01), x Co t0. 02), r Cot 0.03) Al x (10 十 0,04)， 并 将 其 结 
果 与 微分 方程 的 解 进行 比较 。 对 差分 方程 


1 1 
Fah) EG) T Peto) = 200,4 = 0.01, 


HEFT EMIT RAR. 
证 明 : 当 h->0 时 ， 这 两 个 差分 方程 都 收敛 于 间 一 -微分 方程 z= 一 xz?. 
. EREHE ( 见 1. 5 节 练 习 2) : 


(GD = pz | 1 一 z0) ,7(0) =E E (Ora) 


an 


的 解 在 点 ;一 0， hs thy "上 与 方程 
a a 
zato t= | xD 一 1] e*,x(0) = FE (0,4) 
的 解 重合 。 并 证 明 后 一 个 方程 可 化 为 ; 


= AN = = 
züt =] F p RPA B=? 


讨 论题 


1. 练习 5 中 的 差分 方程 工人 十 加) “THis @ AË Leslie (H Leslie 的 文章 
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L40]) PATS BRR EM OLR. RE ratar CO) 的 值 , 把 x 
G+h) 作为 具有 平均 值 Mz (O ， [1 十 Bx OI] ”和 方差 可 有 各 种 不 同 取 法 的 
正规 随机 变量 的 值 ， 在 这 里 ，L-esle 选取 了 与 < (1 十 h) 的 平均 值 成 正比 例 的 方 
差 。 用 随机 数 表 和 计算 器 ， 根据 不 同 选取 的 方差 进行 计算 ， 并 将 结果 与 对 应 的 
非 随 机 逻辑 模型 进行 比较 。 


2. 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 


2.1 Lotka— Volterra 模型 


考虑 一 个 由 两 类 动物 组 成 的 生态 系统 ， 其 中 一 类 动物 被 另 一 
类 动物 .捕食 动物 ) 所 捕食 . Re 表示 被 捕食 动物 的 数量 ,y 表示 
捕食 动物 的 数量 ， 在 某 一 时 刻 ， 若 系统 中 没有 捕食 动物 ， 只 有 被 
捕食 动物 ， 并 假设 系统 中 有 充足 的 食物 和 足够 大 的 空间 ， 那 么 被 
捕食 动物 的 数量 将 按 指 数 方式 增长 ， 即 
H(t) = rr (6a) 
这 里 x 之 0, 表 示 相 对 增长 率 .现在 允许 一 些 桶 食 动 物 进 入 系统 , 那 
么 这 两 类 动物 中 有 一 部 分 必定 相遇 ， 其 结果 是 捕食 动物 吃 掉 了 被 
捕食 动物 ， 因 此 被 捕食 动物 的 增长 率 z (1) 应 该 小 于 rix @, 其 
差 应 该 与 每 单位 时 间 内 两 类 动物 相遇 的 多 少 成 比例 ， 而 相遇 的 多 
少 应 该 与 两 类 动物 的 数量 有 关 ， 两 类 动物 的 数量 越 多 ， 相 遇 的 可 
能 性 就 越 大 ， 因 而 相遇 的 机 会 应 该 是 z ( 和 >y (2) 的 单调 增 也 
数 。 类似 于 化 学 动力 学 的 方法 (例如, 参阅 Boudart 的 专著 [8] 中 
的 第 42—51 页 )，Lotka [45, P. 88] 假设 这 个 函数 是 Ty， 因而 
《6a) 式 可 修改 为 ; 
Z(t) = rD LE r, ~ pya]. (65) 
”同样 , 对 于 捕食 动物 , 假设 在 某 一 时 刻 系统 没有 被 捕食 动物 ， 
只 有 捕食 动物 ， 在 没有 食物 的 情况 下 ， 捕 食 动 物 将 饿 死 ， 因 而 数 
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量 要 减少 ， 假 设 其 下 降 规 律 为 : 
yt) = ya) r,), (6c) 
Hr, >0. 现在 允许 系统 中 进入 一 些 被 捕食 动物 , 那么 捕食 动物 
死亡 的 速度 将 会 减 慢 ， 这 种 减 慢 也 应 该 是 x ( My © KAR 
数 ， 按 照 Lotka 假设 ，(6c) 式 应 修改 为 : 
yt) = pO — r, + gx) |. (6d) 

注 1 Volterra Æ [L67] 中 没有 用 化 学 动力 学 的 观点 来 分 析 
9zy Al— pry 这 两 项 , 他 只 是 论述 了 对 于 被 捕食 动物 来 说 , 因为 捕 
食 动物 的 存在 ， 所 以 相对 增长 率 应 该 比 r 小， 而 对 于 捕食 动物 而 
言 ， 因 为 有 被 捕食 动物 ， 所 以 捕食 动物 的 相对 增长 率 应 该 比 一 7 
大 。 然 后 他 指出 达 此 目的 的 最 简单 的 方法 就 是 分 别 减 去 一 个 与 》 
O 成 比例 的 项 和 加 上 一 个 与 x (1) 成 比例 的 项 。 

注 2 我 们 也 可 以 这 样 来 考虑 , 捕食 动物 需要 y Or 的 食物 
供应 以 保持 其 数量 不 减少 ， 而 超过 的 部 分 将 贡献 于 捕食 动物 数量 
的 增加 ， 因 而 可 得 ， 

yt) = qx@)y@) — ray). 
这 与 (6d) RAE. 

注 3 DE Ga) 表示 在 没有 捕食 动物 时 , 被 捕食 动物 的 数量 
将 按 指数 规律 增长 ， 这 是 不 太 符合 实际 的 ， 因 而 我 们 需要 修改 一 
下 (6a) 式 , 使 模型 即使 是 在 没有 捕食 动物 存在 的 情况 下 , 被 捕食 
动物 的 数量 也 不 会 无 限制 的 增长 。 一 个 传统 的 处 理 方法 是 有 逻 辑 方 
法 。 在 没有 捕食 动物 的 情况 下 ， 应 有 : 

az) = rz) [+ r — éx(t) |. (Ge) 
从 而 (66) 式 应 修改 为 ; 
ia) = xX) [二 ri 6c) — py], 
Bp; 
g=altr, — ôr — py]. (6f) 
同样 地 ，(64d) 式 可 修改 为 : 
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y = yl- r: + qz — py]. (6g) 


练 3] 


1. 证 明 ， 对 Volterra 的 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 ， 
i= rl+ri — py) 
( y(— +2 十 97)， 
Hip ri >0, re>0, poo, q>0. PER z= Aix. y= Boxes 可 以 把 (7) 式 化 


(7) 


Ws 
[> = z+ ri + dra) 
(8) 
Dy = 220+ r: + O71) 
这 里 ay = a> 0, ay=—ay=—a. 这 种 变换 在 讨论 维系 统 的 模型 中 作用 
甚大 。 , 
2. D 式 应 用 相 平 面 一 等 向 线 。， \N 


一 一 方向 场 方 法 ( 见 附 录 ) ,并 分 析 Ke vis 
其 周期 性 〈 见 图 4.2). 

3. 方程 组 (7) 能 用 分 析 的 方法 来 处 理 ， 
不 是 把 + 和 y 表 为 :的 函数 ,而 是 先 图 4.2 
找 出 z My 的 关系 式 ,进而 由 + Ay 
的 关系 式 可 以 在 z 一 y PELEA- BANA XERE TLEN: 方程 组 


r 





(7) 可 化 为 ; 
aD Y + gz( 口 )] -iL Yit 2y] 
a((_}) y) 
对 上 式 从 16 到 上 积分 可 得 到 : 
x(t) “Fo er _ ya) +r eb 
[ae] sae [e] yen 9 


并 证 明 对 给 定 的 点 (ror yo), WH OO) BET —-RAMHAR*. BRA Co, 
yo) 时 ， 闭 曲线 布 满 了 第 一 象限 。 由 这 种 方法 得 到 的 结果 验证 练习 2 所 提 到 的 
快速 图 解 分 析 法 所 得 的 结果 。 


* 证 明 虽 然 初等 , 但 相当 长 ， men B: P. 84]. 这 本 书 被 列 为 重要 参考 书 ， 因 
此 在 这 里 我 们 就 没有 多 大 必要 给 出 其 证 明 
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注 4 读者 已 经 看 到 了 这 样 一 个 基本 事实 : 在 生命 科学 中 , 我 
们 碰 到 的 大 多 数 微 分 方程 是 没有 显 式 解 的 ,甚至 都 找 不 到 隐 式 解 。 
可 能 有 人 会 觉得 没有 什么 意思 ， 但 是 从 事 应 用 数学 研究 的 工作 者 
都 必须 与 这 些微 分 方程 打交道 ， 其 实 这 正 是 计算 机 被 发 明 制 造 的 
原因 所 在 : 人 们 可 能 认为 数学 在 物理 科学 上 的 应 用 不 会 出 现 这 种 
不 可 解 的 情况 , 其 实 并 不 然 , 在 数学 物理 学 科 的 早期 发 展 阶段 , 几 
乎 是 每 一 个 新 出 现 的 微分 方程 都 要 伴随 着 一 个 新 函数 的 产生 ( 例 
an, Mathieu pay, Lame pk), Bessel 函数 等 等 ) . 对 于 不 能 求解 
的 微分 方程 ， 科 学 工作 者 通过 定义 一 个 函数 或 者 是 引进 一 个 符号 
来 表示 其 标准 型 的 特 解 ， 然 后 再 通过 这 个 函数 或 符号 来 表示 方程 
的 通 解 。 由 此 可 见 ， 早 期 的 物理 学 家 就 磁 到 了 许多 不 能 求解 的 微 
分 方程 这 一 事实 。 大 约 是 到 了 非 线性 微分 方程 出 现 之 后 (这 在 生 
物 数 学 的 发 展 过 程 中 很 早 就 出 现 了 ， 而 在 数学 物理 领域 则 经 过 了 
相当 长 一 段 时 期 ), 物理 学 家 才 停 止 了 名 字 上 的 游戏 , 他 们 的 一 些 
研究 工作 就 象 我 们 现在 的 情况 一 样 。 

注 5 在 数学 界 意识 到 数学 物理 中 的 特殊 函数 名 单 将 永远 没 
有 完结 时 ， 他 们 便 把 注意 点 从 寻找 方程 的 解 转移 到 由 方程 直接 去 
研究 解 的 性 质 ， 例 如 ， 时 间 趋 于 无 限时 ， 解 的 性 质 ， 奇 点 的 个 数 
以 及 奇 点 的 性 质 ， 周 期 解 的 存在 性 ， 稳定 奇 点 吸引 域 的 范围 等 等 
称 之 为 几何 的 或 定性 的 性 质 。 因 为 相 空 间 〈 例 如 ， 上 面 例子 中 的 
(os y) 空间 ) 中 所 有 轨道 之 簇 称 为 微分 系统 的 相 图 , 我 们 可 以 概 
括 地 说 ， 随 着 非 线性 微分 方程 的 不 断 出 现 ， 研 究 相 图 的 拓扑 性 质 
也 变 得 越 来 越 重 要 。 然 而 这 种 从 寻求 微分 方程 的 解 到 直接 根据 微 
分 方程 研究 解 的 性 质 的 变化 并 不 意味 着 由 数字 或 模拟 计算 机 得 到 
的 数值 解 没有 什么 用 处 ， 或 是 用 分 析 的 方法 求解 方程 不 再 扮演 一 
个 重要 的 角色 ， 这 种 变化 恰恰 是 给 我 们 研究 微分 方程 开辟 了 一 条 
新 途径 。 当 人 们 对 生态 ， 生 物 或 其 它 领域 中 出 现 的 数学 模型 不 能 
找 出 其 显 式 解 的 时 候 ， 人 们 就 不 至 于 失望 了 。 有 关 微 分 方程 解 的 
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性 质 的 研究 ， 许 多 教科 书 在 不 同 程度 上 涉及 了 这 些 问 题 ， 例 如 ， 
Brauer 和 Nohel 的 专著 [9] (本 科 生 水 平 )，Hurewicz 的 专著 
[31] (MARS). Aggarwal 的 专著 (1) (适用 于 高 年 级 学 
生 ) 和 Andronov 等 人 的 专著 [4] (高 等 且 优 秀 的 ) 。 


练 y 


4. 改进 后 的 Volterra 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 ‘包含 了 逻辑 项 ); 
人 
. (10) 

y= y~ rz + qx — Sy). 
Hip rire ò Ye pM REFERER. 练习 1 中 证 明了 存在 变换 ?二 Pix1，y 

= fra 使 (7) Rebs My 的 系数 矩阵 化 为 了 反对 称 矩 阵 : 

0 az 
Ls, 0 | 
其 中 az 一 一 ci， 对 于 方程 组 〈10)， 这 种 变换 是 不 存在 的 ， 为 什么 ? 

5. 应 用 相 平 面 一 一 等 向 线 一 一 方向 场 方法 (参阅 附录 4)， 分 别 对 以 下 三 种 情况 


Men mon mir 


q Sg 9 7 F 
作出 方程 组 〈10) HA. 
6. 在 练习 2 和 练习 5 的 基础 上 ,进一步 将 非 线性 方程 在 奇 点 附近 展开 ， 然 后 研究 
线性 部 分 所 对 应 的 矩阵 (参阅 附录 4 中 的 4.3 和 44)， 你 能 找 出 任何 与 上 题 


结果 矛盾 的 地 方 吗 ? 
7. 练习 3 的 另 一 种 解法 是 从 练习 1 的 方程 8》 出发， 先 求 出 
rı + agr = 0 
tC ra + aar = 0 


的 解 (Oi, fo). Fried. re 0s a > 0 Alay <0, PFOA LO. Go. WE 
明 方 程 组 (8) 可 化 为 : 
a = aglr; 一 他) 
, G1) 
Z = anla — &) 
由 方程 组 (11) SPOR (cpd). RADERA Gh) Ra 
相 加 ， 再 根据 ws 十 cai 一 0 有 : 
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Fa — 6) + Bla) = 0 a) 
积分 可 得 : 
x(t) — C,logr, (1) + r) 一 4ologzz(t) = HR. (116) 
即 ， 
P — WOK + [eP — mI = We o 


其 中 x= be Ci=1, 2). 


注 6 ODO 式 的 左边 等 于 一 个 运动 常数 或 一 个 初 积分 ， 其 
结果 与 (9) 式 是 等 价 的 ( 见 练习 3), 但 是 这 种 求解 方法 较 容易 推 
广 到 多 维系 统 。 这 个 结果 也 证 明了 由 (D AR O 式 所 定义 的 
系统 是 保守 系统 。 这 个 结论 曾 使 一 些 具 有 物理 背景 的 人 很 高 兴 
( 见 Kerner 的 专著 [35] 和 Goel 等 人 的 专著 [21])， 因 为 他 们 看 
到 了 将 经 典 力学 和 统计 力学 的 研究 方法 应 用 到 生态 系统 科学 的 可 
能 性 。 但 是 令 人 遗憾 的 是 , 对 稍微 更 具 现 实意 义 的 模型 (例如, 见 
练习 4 中 的 微分 方程 组 (10) MED 就 不 再 是 保守 系统 了 。 因 此 
到 目前 为 止 ， 对 这 种 努力 是 否 有 结果 仍然 存在 疑 间 。 另 外 对 
ID 式 中 的 运动 常数 ， 科 学 工作 者 还 没有 在 生物 上 找到 它 的 解 
释 Kerner 在 一 次 理论 生物 大 会 上 也 指出 了 这 一 点 ( 见 Jacobs 的 
文章 (33, P. 155). 

讨 论题 

1. 读者 可 以 分 析 一 下 , 为 什么 练习 3 和 练习 7 中 应 用 的 积分 方法 不 能 用 于 方程 组 
(100? 当然 不 是 说 方程 组 《10)》 不 存在 解 曲线 《zr a, y (CO). MRA 
C10) 的 解 曲线 (或 解 曲线 在 Cx，y) 一 平面 上 的 射影 ) 不 能 用 简单 的 解析 式 子 
表示 出 来 。 
` 在 练习 5 中， d/r Zg r 这 两 种 情 杭 所 对 应 的 相 图 有 很 大 的 差别 ， 在 生物 学 意 
义 上 也 有 很 大 的 差别 。 如 果 你 告诉 生物 学 家 这 个 差别 ， 他 可 能 会 间 你 : 这 两 个 
不 等 式 (O/a) 有 什么 生物 背景 ? 你 将 如 何 回答 呢 ? 

3. 在 Hirsch 和 Smale 的 专著 (27) 中 ， 给 出 了 方程 (D WA (图 4. 3)， 请 要 
EA 4.3 加 以 评论 。 


BS 
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(0,0) 


2.2 Lotka—Volterra 模型 的 评述 和 改进 


实验 表明 〈 见 Gause (17]), 在 环境 较为 单一 (如 实验 室 ) 的 
情况 下 ,捕食 动物 常常 比 理论 上 的 推 证 要 早 一 些 吃 完 被 捕食 动物 ， 
但 是 如 果 环 境 相当 复杂 ， 被 捕食 动物 有 环境 的 庇护 ， 这 时 理论 值 
又 要 比 实验 值 超 前 一 些 例如， 参阅 Huffaker 的 文章 [30], 或 
Flanders 和 Badgley 的 文章 [16]). 这 种 实验 结果 在 理论 值 周围 的 
摆动 促使 了 MacArthur $ Connel [46] 对 下 面 练习 1 和 练习 2 所 
讨论 的 这 类 等 向 线 的 研究 。 

练 习 
1. 解释 图 4.4 中 虚线 箭头 所 指 的 那 条 垂直 等 向 线 表 明了 捕食 动物 不 能 使 被 捕食 
动物 灭绝 ， 


2, 进一步 地 , 见 图 4. 4 中 的 第 二 个 图 形 , 垂直 等 向 线 的 右 端 朝 下 订 曲 , 这 种 弯曲 
在 生物 学 上 有 什么 意义 吗 ? 


Kolmogorov 在 文章 [36] 中 没有 对 Lotka—- Volterra 模型 作 过 
多 的 评论 , 但 是 他 从 与 模型 (10) 稍微 不 同 的 角度 推广 了 Lotka 一 
Volterra 模型 。 同 样 地 ， Ac 表示 被 捕食 动物 的 数量 ,y 表示 捕食 
动物 的 数量 ， 他 提出 的 模型 是 : 
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被 捕食 动物 


图 4.4 
z= K(xr) :rT— Lr)ry 


(12) 
y= K(x) “> 


x J 


3. WEB: Lotka— Volterra 模型 (8) 是 模型 (12) 的 特殊 情况 : MHRA 
挤 项 的 Lotka— Volterra 模型 (10) 除去 一 项 以 后 也 是 模型 (12) 的 特殊 情况 。 
解释 这 里 除去 的 这 一 项 为 什么 与 Kolmogorov 导出 模型 (12) 的 基本 假设 相 予 
E. Kolmogorov 的 基本 假设 为 ; 

CL) 捕食 动物 的 行为 是 彼此 独立 的 , 因此 捕食 动物 吃 掉 被 档 食 动物 的 速率 
二 和 捕食 动物 的 相关 增长 率 天 * 都 与 y》 匹 关 ， 而 只 与 有关。 

D 系统 中 存在 捕食 动物 时 , 被 捕食 动物 的 增长 率 工 应 等 于 没有 捕食 动物 
时 的 增长 率 减 去 由 捕食 动物 所 吃 掉 的 被 捕食 动物 减少 的 速率 。 


讨 论题 


1. 模型 《12》 的 水 平等 向 线 〔 即 轨 线 有 水 平 切 向 的 点 的 轨迹 》 是 
Klr) y=0 
根据 这 个 方程 判别 Kolmogorov Bn RASA (图 4. 5) 中 哪些 可 能 是 模型 
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N: 





(0,0) (A,0) N, (0,0) (A,0) N, 
N, N: 

~~ 
(0,0) (A,0) N, (0,0) (A,0) N, 
N LN, 

AÒ 

(B,C) 

(0,0) (4,0) N, (0,0) {A,0) N, 


4.5 RWA Kolmogorov 的 文章 [36, P. 105], iH Ni=r, No=y 





bo 


Oo 


(12) 的 相 图 。 


. 模型 OD 的 三 直 等 向 线 ( 即 轨 线 有 垂直 切 向 的 点 的 轨迹 ) 是 


Kia) +a Liz} y= 0 
y 轴 是 否 属于 垂直 等 向 线 依赖 于 函数 人‘ )， 为什么? y KARAS HRH 
情况 为 15 节 的 注 3 提供 了 一 个 例子 〈 另 一 个 例子 见 Holling A Ewing 的 文章 
[29] 中 的 插图 ， 这 个 插图 不 是 根据 方程 表示 的 模型 《如 方程 3) 作出 来 的 , È 
是 由 机 器 模仿 而 得 到 的 。 


' 在 讨论 图 4. 5 中 的 相 图 是 否 与 垂直 等 向 线 方 程 相 一致 之 前 , 需要 分 析 一 下 函数 


大 > ( ), KCO MLC ) 本 身 的 性 质 。Kolmogorov 对 这 三 个 函数 作 了 下 
面 的 假设 ， 请 讨论 这 些 假 设 是 否 合理 。 

Ky (zx) 是 单调 减 函 数 : Ki (0) >O>K, (+00) > 一 co. 

K: (zx) EARMA: K: (0) <0<K。 (+). 

WH r>0 A L (x) >0; L (0) =ORL (0) >0 

在 图 4.5 中 ， 情 形 2，6 和 8 AFL (0) 三 0 的 情况 ， 其 它 的 情形 对 应 于 L 

(0) >0. 用 垂直 等 向 线 检验 这 些 相 图 是 否 合理 。 再 检验 奇 点 的 位 置 并 用 线性 化 
方法 检验 奇 点 的 性 质 。 对 于 其 中 的 较 点 , 求 出 通过 鞍点 轨 线 的 两 个 极限 方向 ,最 
后 对 情形 1、3、4、5 和 7 检验 轨 线 与 y 轴 的 交角 。 

关于 最 后 这 一 点 ，Kolmogorov 注意 到 ， 轨 线 将 通过 MARERE. 这 
在 实际 上 是 不 可 能 的 (考虑 生物 意义 ),， 因 此 他 对 模 再 作 了 这 样 的 恬 改 : 当 轨 线 


到 达 y 轴 时 ， 第 一 个 方程 不 起 作用 ， 而 只 有 第 二 个 方程 起 作用 ， 这 时 z 一 常数 
一 0. 


Leslie (40, P. 20] 对 模型 (7) 以 及 2.1 节 中 注 3 的 论述 有 


不 同 的 看 法 ， 他 认为 模型 没有 考虑 到 竞争 的 因素 〈 这 是 容易 通过 
加 入 一 zx* 和 一 y 来 修改 的 ), 而 且 更 欠 周 全 的 是 , 对 于 捕食 动物 的 
相对 增长 率 不 存在 着 上 限 (这 一 点 也 含有 对 改进 后 的 Lotka 一 
Volterra 方程 C10) 的 不 同 看 法 , 虽然 对 给 定 的 x, y/y FEER, 
但 是 x 本身 也 是 一 个 变量 )。 因此 Leslie 提出 了 捕食 动物 的 相对 增 
长 率 应 等 于 一 个 常数 减 去 某 一 项 ， 因 为 随 着 捕食 动物 数目 对 被 捕 
食 动 物 数目 比例 的 增长 ， 捕 食 动物 将 向 不 利 的 方面 变化 ， 所 以 
Leslie 把 这 一 项 取 为 y/z. 他 提出 的 模型 为 : 
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练 


4. 


~~ 


on 





工 二 XxX(ri 一 qr 一 biy) 对 被 捕食 动物 
| a3) 


y= yr, — a, Z) 对 捕食 动物 
习 


作出 这 个 方程 的 相 图 。 从 生物 意义 上 来 考虑 ， 这 个 模型 是 否 比 模型 10) 容易 
被 接受 ? 在 > 轴 的 局 围 将 出 现 什 么 情况 ? 奇 点 是 什么 ? 在 可 以 线性 化 的 地 方 , 用 
线性 化 方法 进行 研究 。 


论 题 


. 如 果 你 认为 方程 (13) 的 相 图 不 比方 程 (10) 的 相 图 切合 实际 ,那么 请 指出 Leslie 


模型 的 缺陷 。 


- Leslie 在 文章 [40j 中 也 涉及 了 我 们 在 1.5 节 的 注 3 和 1.6 节 提 及 的 问题 , 即 许 


多 生物 学 家 更 偏爱 于 离散 的 而 不 是 连续 的 模型 。Leslie 感 兴趣 于 离散 模型 的 另 
一 个 原因 是 他 希望 对 沿 着 1.6 节 问 题 讨论 的 线索 对 生态 系统 的 影响 提出 一 种 
随机 数值 机 制 .Leslie 对 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 是 怎样 选取 离散 模型 的 呢 ? 类 
似 于 1.6 节 练 习 5 的 逻辑 离散 化 方法 ， 如 同方 程 


zi) = | 1 一 z2) 


可 以 被 方程 
， Ar(t) 
xit + h) = 1+ Bra) Bri) 
替换 一 样 ， 方 程 (13〉 中 的 第 一 个 方程 可 以 被 蔡 换 为 ; 
zt 十 用 = Aix) (14a) 


b+ azr(t) + By y(t) 
第 二 个 方程 可 被 替换 为 : 


TCD (146) 
"2 rO) 
此 处 等 向 线 的 角色 被 相 平 面 上 这 样 的 点 2) 之 轨迹 所 代替 ,于 是 当 z (1) 一 
Cit, RMAs GHO =o (垂直 等 向 线 ), Ry O 一 9 时， 就 有 > +h) =7 
《水 平等 向 线 )。 将 〈l4a) A 144) 的 等 向 线 与 通常 意义 下 求 得 的 〈13) 的 等 
向 线 作 比 较 。 
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迄今 为 止 ， 我 们 讨论 的 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 都 存在 一 个 
明显 的 缺点 ， 即 没有 考虑 动物 的 食物 供给 ， 这 在 食物 非常 丰富 的 
情况 下 ， 忽 略 这 种 考虑 或 许 是 可 以 的 ， 但 是 在 实际 情况 中 ， 特 别 
是 在 被 捕食 动物 又 捕食 另 一 种 动物 的 情况 下 ， 忽略 这 种 考虑 就 显 
得 不 太 合理 了 .在 Volterra 的 食物 链 模 型 中 有 一 个 奇怪 的 现象 ,也 
即 是 当 食 物 链 中 包含 有 奇数 种 动物 时 ， 问 题 的 求解 将 变 得 十 分 困 
难 。 但 是 如 果 模 型 中 还 考虑 到 被 捕食 动物 的 食物 ， 即 便 是 其 食物 
为 植物 ， 那 么 碰 到 的 大 多 数 困 难 就 可 以 解决 了 。Poletaev 的 文章 
[57] 和 Eman 的 文章 [13] 就 探讨 了 这 些 问题 。Eman 还 提出 了 
几 个 考虑 两 种 动物 生存 环境 《例如 植物 ， 土 壤 ) 的 模型 。 对 这 类 
模型 的 讨论 ， 我 们 将 在 第 4 节 中 介绍 。 

现在 再 回头 来 看 一 看 2. 1 节 开 头 对 于 与 zy 成 正比 例 的 交叉 
项 的 讨论 ， 这 种 化 学 动力 学 观点 的 解释 不 是 很 具有 说 服 力 的 ， 难 
FÆ Kolmogorov 提出 了 要 对 更 一 般 的 模型 进行 定性 的 研究 .除了 进 
行 定性 研究 之 外 ， 我 们 也 可 以 通过 改变 这 些 交 又 项 而 得 到 有 初等 
解 的 微分 方程 。 例 如 ，Gomatam 的 文章 [22] 讨论 了 模型 〈 对 应 
于 模型 (7))，: 

$ = rz — b,zlogy 
y=— ray + boylogx 
和 模型 《对 应 于 模型 (10)) : 
人 = 2(+r, — 6,logz — blogy) 
y= y(— r: — blogz — b,logy) 


% 习 


5. EH logr=¢, logy=7, MHE O5 和 方程 16) 可 化 为 线性 方程 组 ， 六 日 
是 可 求解 的 。 求 解 这 些 方程 组 并 讨论 其 解 的 性 质 , 将 解 与 Lotka 一 Volterra 方程 
(7) 和 方程 《10) 的 解 作 一 比较 。 





128 


其 实 前 面 提 到 的 模型 没有 一 个 是 能 够 被 生物 学 家 所 接受 的 ， 
原因 很 简单 ， 因 为 这 些 模 型 没有 反映 任何 生物 实际 也 没有 提供 有 
关 两 种 动物 相互 影响 的 数据 。Holling 对 某 一 类 捕食 动物 和 被 捕食 
动物 的 相互 影响 作 了 一 次 实验 ， 并 详细 地 写 了 一 篇 研究 论文 
L28]. 作为 比较 容易 被 生物 学 家 接受 的 一 个 例子 ， 这 是 一 篇 学 习 
的 好 文章 。 | . oe 

Watt 的 文章 [170] 3} Lotka— Volterra 模型 中 的 革 此 问题 作 了 
简要 的 讨论 ， 这 些 讨 论 是 很 有 参考 价值 的 〈 这 篇 文章 讨论 的 对 象 
是 寄生 动物 而 不 是 捕食 动物 ,但 不 管 是 寄生 动物 还 是 捕食 动物 , E 
们 在 进攻 目标 之 前 ， 都 必须 先 寻 找 猜 取 对 象 ， 因 此 这 篇 文章 中 所 
论述 的 也 是 两 类 物种 间 相 互 作 用 的 问题 )。 对 于 Lotka— Volterra 
模型 中 单位 时 间 内 被 捕食 动物 中 被 吃 掉 的 动物 数量 与 xy 成 正比 
的 假设 , Watt 认为 这 个 假设 至 少 有 两 个 方面 是 不 太 合理 的 。 其 一 ， 
这 个 假设 隐 含 了 对 给 定 的 捕食 动物 密度 >， 不 管 有 多 少 被 捕食 动 
物 存在 ， 被 吃 掉 的 被 捕食 动物 总 是 与 被 捕食 动物 的 密度 z 成 正 
比 ， 这 是 不 合理 的 ， 即 使 是 最 贪 吃 的 动物 ， 其 消化 系统 在 一 定时 
间 内 所 能 消化 的 食物 也 不 是 无 跟 制 的 ,况且 随 着 饥 钱 程度 的 减 小 ， 
捕食 动物 猎取 被 捕食 动物 的 积极 性 也 会 降低 ;其 二 ，Lotka 一 
Volterra 的 假设 假定 了 对 给 定 的 被 捕食 动物 密度 ,不管 有 多 少 捕 
食 动物 存在 ， 被 吃 掉 的 被 捕食 动物 总 是 与 捕食 动物 的 密度 y 成 正 
比 ， 换 言 之 ， 捕 食 动 物 搜索 和 攻击 被 捕食 动物 的 行为 不 会 由 于 捕 
食 动物 数量 的 变化 而 变化 ， 并 且 不 管 有 和 多少 捕 食 动物 ， 它 们 的 行 
为 都 不 会 互相 影响 。Watt 引证 了 许多 实验 ， 说 明了 Lotka 一 
Volterra 假设 无 论 对 于 寄生 动物 还 是 对 于 捕食 动物 都 不 合 实际 
(关于 这 个 问题 可 参阅 May 的 专著 [501]， 还 有 Holling 的 文章 
[28], Watt 的 文章 [69] 和 专著 [70], Royama 的 文章 [61] 和 
系列 出 版 物 Problemy Kibernetiki [58]， 特 别 是 其 中 的 第 25 卷 ) 。 

上 一 段 中 提 到 的 Lotka 一 Volterra 假设 的 两 个 不 足 之 处 可 以 
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这 样 来 修正 , 对 第 一 个 问题 , 用 ky (1—e *) 代替 Lotka- Volterra 
模型 中 的 交叉 项 zy (这 种 修正 为 Gause，Ivlev 和 其 它 一 些 人 所 采 
用 。 这 里 当 z 是 一 个 小 量 时 , ky Ae) ~zy)。 从 这 个 表达 式 
可 以 看 出 ， 即 使 是 当 被 捕食 动物 很 多 时 ， 每 只 捕食 动物 吃 掉 的 被 
捕食 动物 的 数量 也 有 一 个 限制 。 当然 我 们 也 可 以 用 Azy/ O DR 
Bry 这 一 项 , 它 同 样 有 前 一 种 代 换 的 效果 。 同 样 地 ,对 于 第 二 个 
问题 ， 可 以 用 cz (1 一 。“”) 来 代 换 交叉 项 zy (这 种 做 法 为 
Nicholson, Bailey 和 其 它 一 些 人 所 采用 。 当 y 很 小 时 , 请 读者 考虑 
会 有 什么 情况 ?) 。 


wt a 
6. 读者 可 以 在 上 面 讨论 的 基础 上 , 自己 改进 并 构造 出 一 些 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模 
型 ， 然 后 采用 等 向 线 一 一 方向 场 方 法 和 奇 点 附近 的 线性 化 方法 来 研究 其 性 质 。 


为 了 使 模型 更 接近 于 实际 ， 我们 还 可 以 进一步 考虑 到 二 具体 
的 一 些 因 素 ， 例 如 ， 考 虑 到 动物 实际 居住 环境 并 不 是 单一 的 ， 被 
捕食 动物 为 了 保护 自己 免 受 攻击 ， 总 是 利用 复杂 的 环境 ， 生 活 在 
捕食 动物 难以 到 达 的 地 方 ; 也 可 以 考虑 到 各 个 动物 由 于 具体 情况 
的 不 同 ， 比 如 年 龄 、 性 别 、 饥 煞 程 度 、 遗 传 基因 等 等 的 不 同 ， 因 
而 它们 的 行为 也 是 不 同 的 . 对 于 这 些 问 题 , 都 已 经 有 人 作 了 研究 ， 
读者 可 以 参阅 1. 3 节 中 提 到 的 文献 。 

很 明显 ， 离 开 了 实验 室 ， 二 维系 统 实 际 上 是 不 存在 的 ， 因 而 
我 们 必须 研究 高 维 的 生态 系统 。 我 们 也 必须 研究 物种 之 间 的 另外 
一 些 关 系 〈 除 了 捕食 和 被 捕食 的 关系 之 外 ,还 有 其 它 的 关系 )。 本 
章 第 3 节 将 讨论 物种 间 其 它 的 一 些 关 系 ; 第 4 节 将 讨论 一 些 高 维 
生态 系统 的 问题 ;下 一 节 我 们 将 要 介绍 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 
的 定性 分 析 方 法 。 
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2.3 捕食 者 一 一 被 捕食 者 模型 的 一 般 注 记 


有 时 ,我 们 需要 对 其 机 制 尚 不 甚 明了 的 数学 模型 进行 讨论 , 作 
为 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 一 般 形式 的 方程 〈3): 
之 一 Arty) 
y= ory)’ | 
在 这 里 xz 仍 表 示 被 捕食 动物 的 数量 , y 表示 捕食 动物 的 数量 , 而 这 
个 方程 只 基于 这 样 最 简单 的 事实 : 数量 少 的 被 捕食 动物 不 能 象 数 
量 多 的 被 捕食 动物 一 样 满足 数量 多 的 捕食 动物 ; 数量 多 的 捕食 动 
物 比 数量 少 的 捕食 动物 需要 捕食 更 多 的 被 捕食 动物 。 下 面 我 们 试 
图 从 这 个 方程 导出 一 些 结论 。 
现在 我 们 来 看 看 
图 4.6, 图 4.6 $A 
边 的 垂 线 表示 具有 相 
同 数量 的 被 捕食 动物 
和 不 同 数量 的 捕食 动 
物 。 下 面 我 们 分 析 垂 
线 上 各 点 处 系统 的 变 
化 情况 ， 点 a 表示 系 
统 处 于 捕食 动物 数量 
较 少 的 情况 ， 这 时 环 
境 对 于 被 捕食 动物 有 利 ， 因 而 被 捕食 动物 的 数量 将 增加 ; BH 
面 ， 对 捕食 动物 来 说 ， 因 为 有 丰富 的 食物 供应 ， 所 以 捕食 动物 的 
数量 也 要 增加 。 综 上 可 知 ， 系 统 将 沿 箭 号 所 示 的 方向 变化 。 类 似 
地 , 读者 可 以 自己 分 析 其 它 点 处 箭 号 方向 所 表示 的 意思 。 从 点 2 到 
AS 捕食 动物 的 数量 将 越 来 越 多 , 因而 生存 环境 对 被 捕食 动物 将 
越 来 越 不 利 。 在 c 点 处 , 被 捕食 动物 只 能 保持 其 数量 不 变 , 过 了 c 
心 ， 由 于 被 捕食 动物 被 吃 掉 的 数量 多 于 出 生 的 数量 ， 所 以 被 捕食 


(17) 


捕食 动物 e 





图 4.6 
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动物 的 数量 将 要 下 降 。 到 了 /点 ， 因 为 捕食 动物 找 不 到 足以 使 其 
增长 的 食物 ， 所 以 捕食 动物 的 数量 只 能 维持 不 变 ; 在 g 点 ， 由 于 
缺少 食物 ， 捕 食 动 物 将 饥饿 而 死亡 ， 因 而 捕食 动物 的 数量 也 要 减 
少 。 

现在 再 来 看 一 看 刚才 讨论 的 垂直 线 左 边 的 垂 线 。 这 条 垂 线 处 
于 原 垂 线 的 左边 ， 这 表明 了 被 捕食 动物 的 数量 比 刚才 讨论 的 情况 
A>, 因而 随 着 捕食 动物 数量 的 增加 , 点 < 和 上 将 更 早 一 点 到 达 , 也 
就 是 说 ， 比 刚才 少 一 些 的 捕食 动物 的 数量 就 能 阻止 被 捕食 动物 数 
量 的 增加 ， 并 且 在 捕食 动物 数量 水 平 较 低 时 就 找 不 到 充足 的 食物 
了 。 


% 习 


1. KEA c Ab (= p Cr, y) 的 值 , 在 点 了 处 〔 即 y=0) y Ge, y) 的 值 。 
(xz，y) 在 c 处，p (zx，y) 在 三 处 的 情况 怎样 ? 


明显 地 ， 所 有 的 点 < 组 成 了 垂直 等 向 线 〈z 一 0)， 所 有 的 点 了 了 
组 成 了 水 平等 向 线 《3 一 0)， 由 上 面 的 分 析 可 知 : 在 相 平面 中 较 右 
边 的 部 分 ， 水 平等 向 线 在 垂直 等 向 线 的 上 方 ， 并 且 这 两 条 等 向 线 
都 随 着 zx 的 减少 而 下 降 。 前 面 的 论述 还 需要 从 下 面 的 两 个 侧面 来 
加 以 补充 。 

首先 ,前 面 的 分 析 带 有 某 种 倾向 性 .考虑 一 个 由 捕食 一 一 被 捕 
食 系统 组 成 的 集合 。 在 这 个 集合 中 ， 所 有 的 系统 都 具有 相当 大 数 
量 的 被 捕食 动物 ， 但 是 捕食 动物 的 数量 则 各 系统 都 不 相同 。 当 捕 
食 动物 的 数量 较 大 时 ， 环 境 对 两 类 动物 显然 都 不 利 。 这 一 方面 是 
因为 捕食 动物 没有 足够 的 食物 ， 另 一 方面 是 因为 被 捕食 动物 难 逃 
被 吃 掉 的 命运 。 因 此 ， 当 我 们 考虑 具有 相同 密度 的 被 捕食 动物 而 
捕食 动物 的 数量 越 来 越 大 的 生态 系统 时 ， 两 类 动物 的 增长 趋势 将 
要 越 来 越 弱 (在 系统 中 两 类 动物 的 数量 都 很 大 的 情况 下 )。 至 于 两 
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ZEN PILE AA RR AE ASN a BREA A 
从 图 中 得 出 答案 ， 图 4. 6 就 表示 了 被 捕食 动物 的 增长 趋势 先 变 为 
零 的 情形 《〈 见 下 面 的 注 )。 


捕食 动物 “ 
捕食 动物 - 





x x 
被 捕食 动物 被 捕食 动物 
图 4.7 


注 1 图 4.7 中 的 稍 导 和 附录 中 介绍 的 相 平 面 一 一 等 向 线 
一 一 方向 场 方法 扮演 了 同样 的 角色 。 水 平 箭 号 的 方向 表示 被 捕食 
动物 数量 的 增加 或 减少 ， 垂 直 箭 号 的 方向 表示 捕食 动物 数量 的 增 
加 或 减少 ， 而 箭 号 的 长 度 则 表示 过 和 ?了 的 大 小 ， 系 统 的 变化 情况 
可 由 篇 号 的 方向 和 大 小 来 表示 。 现 在 我 们 可 以 根据 第 号 的 含义 将 
图 4.6 和 图 4.7 中 第 二 个 图 像 进行 比较 了 。 


捕食 动物 = 
捕食 动物 o 


AMRAH ARRA 
| 4.8 
第 二 ， 我 们 需要 第 二 个 由 捕食 一 一 被 捕食 系统 组 成 的 集合 
分 析 补 充 围绕 图 4.6 的 论述 。 在 这 个 集合 中 ， 所 有 的 系统 的 捕食 
动物 的 数量 都 很 小 ,但 是 各 系统 的 被 捕食 动物 的 数量 则 不 相同 . 当 
被 捕食 动物 的 数量 相对 大 时 ， 两 类 动物 的 数量 都 要 增加 ， 但 是 当 
被 捕食 动物 的 数量 越 来 越 小 时 ， 两 类 动物 的 增长 趋势 将 越 来 越 小 
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( 即 是 在 两 类 动物 的 数量 都 很 小 的 情况 下 )。 在 这 里 也 同样 存在 两 
类 动物 究竟 哪 一 类 动物 的 增长 趋势 先 变 为 零 的 两 种 情况 〈 见 图 
4.8). 





捕食 动物 。 





r 
被 捕食 动物 


图 4.9 
应 该 指出 ， 相 平面 上 坐标 轴 (z= 二 0 和 /或 y 一 0) 周围 区 域 的 
情况 是 不 确定 的 ， 随 着 z-0 G y>0, Rre, y0), ENA 
素 便 影响 干扰 了 问题 的 结果 。 因 此 对 这 种 情况 就 不 能 用 确定 性 的 
方法 来 研究 了 。 
综 上 所 述 ， 我 们 至 少 得 到 了 垂直 等 向 线 和 水 平等 向 线 的 四 种 
位 置 关 系 ， 图 4. 9 给 出 了 这 四 种 可 能 性 ， 图 4.7 和 图 4. 8 中 的 直 
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线 以 及 用 虚线 稍 号 表示 的 点 《指明 水 平等 向 线 和 垂直 等 向 线 的 
点 ) 都 在 图 4. 9 中 表示 出 来 了 。 


练 y 
2. 在 图 4. 9 中， 是否 有 奇 点 ? 若 有 奇 点 ， 请 指出 奇 点 的 类 型 。 
it it a 
1. RES LO S 
的 意思 。 

. 图 4.9 表示 的 四 种 可 能 性 中 有 
两 种 情况 从 生物 学 的 角度 来 考 
虚 是 不 合 实际 的 ， 哪 两 种 ? 为 什 

| A? 另外 两 种 情况 似乎 是 来 回 押 

动 的 ,是 阻尼 摆动 吗 ? 试 说 明 从 
图 4.9 中 为 什么 会 得 出 这 些 结 


nm 


Rem ~ 





论 。 z 
3. 读者 可 以 进一步 考虑 下 面 的 问 被 捕食 动物 
题 : 在 上 面 的 定性 讨论 中 , Ri EJA lu- 
还 没有 明确 地 给 出 两 条 等 向 线 


确切 的 分 布 情况 ,例如 ,图 4. 9 中 第 一 个 图 和 第 四 个 图 中 的 两 条 等 向 线 可 以 在 
第 一 象限 中 靠近 x 轴 处 相交 ， 其 至 还 可 以 有 二 个 交点 (如 图 4.10)， 请 研究 相 
图 的 分 布 情况 。 当然， 对 于 实际 的 生态 系统 ， 可 以 用 实际 观察 来 确定 其 结果 。 


注 2 Rosenzweig (W, [60] 中 的 图 1，Leigh 的 专著 [39] 引 
用 了 这 个 图 ， 见 [39] 中 的 图 7 一 5) 用 实际 的 实验 数据 (RETF 
Huffaker 的 文章 [30]) 得 到 了 一 个 和 图 4. 9 非常 相似 的 结果 。 这 
是 很 有 趣 的 ， 它 说 明了 在 这 种 情况 下 数学 的 论证 和 生物 上 的 观察 
有 着 非常 相似 的 结果 ， 另 一 方面 ， 它 也 说 明了 一 个 许多 数学 家 不 
容易 接受 的 事实 : 实际 生命 系统 不 可 能 按 数学 家 所 喜欢 的 那 种 准 
确 分 明 的 方式 变化 。 在 Rosenzweig 的 图 象 中 就 出 现 了 几 个 箭 号 的 
指向 与 图 4. 9 不 相符 ， 这 是 毫 不 奇怪 的 ， 央 为 在 实际 情况 中 有 许 
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多 因素 影响 了 生命 的 状态 ， 但 是 我 们 在 数学 模型 上 却 未 能 反映 出 
来 。 


3. 互惠 共生 模型 和 竞争 模型 


3.1 几 个 概念 


我 们 先 来 解释 名 词 “ 互 惠 共 生 ”CMutualism)( 见 Allee 等 人 的 
专著 (2, P. 245] 和 May 的 专著 (50, PP. 25—26]), “HA” 
(Commensalism) (W, [2, P. 243], [50]) 和 “竞争 ” 
(Competition) (W, [50D KAM: 

(a)“ 共 栖 ” 是 两 物种 之 间 的 一 种 关系 ， 在 这 两 物种 中 ， 有 
物种 受益 ， 而 另 一 物种 既 不 受益 也 不 受害 。 

(b)“ 互 惠 共生 ”是 两 物种 之 间 双 方 都 受益 的 一 种 关系 ， 

《c)“ 竞 争 ” 是 两 物种 都 受害 的 一 种 关系 。 

上 面 的 解释 自然 是 一 种 简单 化 的 抽象 ， 它 忽略 了 生态 系统 的 千 变 
万 化 ， 例 如 ， 竞 争 就 是 一 个 很 复杂 的 问题 CO [2]， 对 这 个 问题 ， 
我 们 将 在 3. 3 节 中 提供 一 些 参考 文献 ) ,然而 我 们 这 里 给 出 的 解释 
对 建立 简单 的 Volterra 模型 已 足够 了 。 


3.2 Volterra 模型 


读者 可 以 把 这 一 节 作 为 讨论 题 来 处 理 ， 用 前 面 已 经 用 到 的 一 
HER IE CAN. 相 平面 一 一 等 向 线 一 一 方向 场 方法 ,线性 化 方法 ) 对 
处 都 是 正 数 , 其 中 ai 可 以 等 于 零 〈 种 类 i 中 的 成 员 之 间 不 “拥挤 ”) 
RATE 〈( ”拥挤 ”存在 )。 另 一 方面 ， 还 要 求 读者 根据 3. 1 节 给 
出 的 概念 来 解释 这 些 模型 。 
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上 型 | (18) 
aiia Y = yl, + ant — agy) 
t = Xlel — ax + agy) 
互惠 共生 模型 1 . (19) 
y= y(t + ayt — ayy) 
> = ae, — o ) 
竞争 模型 (20) 
y= yE — An — any) 


读者 将 看 到 , 当 所 有 的 a; 二 0 时 , 模型 是 不 符合 客观 实际 的 《虫口 
爆炸 )。 当 所 有 的 w>>0 时 ， 对 于 共 栖 模型 ， 可 以 证 明 存在 一 点 
(r, y), 2>0, y>0, Mrrook}, 所 有 的 解 曲线 趋 于 点 Cx, y); 
对 于 互惠 共生 模型 ， A LAERA: (1) 若 an/ar > ay /az » 则 存在 点 
一 《rz，2)，z>0，2y>0， 当 上 se 时， 所 有 的 解 曲 线 趋 于 点 S. 
(2) 车 ay/aySan/ay 则 两 物种 将 同时 出 现 虫 口 爆炸 ; 对 于 竞争 
模型 ， 依 赖 于 两 条 等 向 线 〈 即 水 平等 向 线 和 垂直 等 向 线 ) 的 位 置 
关系 , 可 以 证 明 存 在 四 种 可 能 性 : O 所 有 的 解 曲线 趋 于 第 一 象限 
内 的 某 一 点 ; Gi) ARRET xc 轴 上 的 某 一 点 ; 《ii) 解 曲 线 趋 于 
Y 轴 上 某 一 点 ; Civ) 解 曲线 趋 于 原点 。 请 读者 分 别 找 出 能 导出 这 四 
种 可 能 性 的 条 件 ， 并 且 对 这 些 条 件 , 解释 其 生物 意义 。 进一步 地 ， 
读者 还 可 以 考虑 这 些 模 型 是 否 需 要 作 进 一 步 地 修改 的 问题 。 

注 1 有 人 认为 竞争 模型 不 切合 实际 , 事实 上 , 许多 实验 工作 
已 经 验证 了 由 竞争 模型 得 到 的 结论 是 存在 的 。 对 于 两 物种 中 有 一 
种 衰亡 而 另 一 种 生存 的 情况 ， 既 有 实验 室 中 人 为 的 生态 系统 也 有 
现实 世界 中 的 生态 系统 存在 。 对 于 第 G 种 可 能 情况 ,Tribolium 
实验 〈 见 Mertz 的 文章 [54] 或 Neyman 等 人 的 文章 [55]) 一 直 
在 进行 广泛 地 研究 , 实验 观察 表明 ，Tribolium 系统 的 结果 依赖 于 
两 物种 密度 的 初始 比值 ， 粗 糙 地 说 ， 开 始 时 数量 多 的 物种 将 在 生 
存 竞 争 中 占 优势 。 对 于 这 种 现象 须 经 过 较 长 的 论证 才能 用 模型 来 
解释 ， 将 其 随机 化 并 运用 1. 6 节 中 讨论 题 1 的 原则 。 


PN o’ 
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& 3) 


1. 研究 竞争 模型 GORA Gilpin 和 Ayala 的 文章 [19]): 
站 
y= ry: — bx -| Z) "| 


RE ri. Kia O a MOM HER. 方程 (21) A CO 的 相 图 是 相似 的 《在 定 
性 方面 ) ， 对 于 模型 (21) 的 讨论 也 可 以 象 模型 (20) 一样， 根据 两 条 等 向 线 
(水 平等 向 线 和 垂直 等 向 线 ) 的 位 置 关 系 将 其 分 为 四 种 情况 . 对 于 情况 (D (两 
类 都 稳定 ), 这 两 个 竞争 模型 存在 一 个 重要 的 差别 , 这 也 是 Gilpin 和 Ayala 提出 
模型 OD 的 原因 。 对 于 模型 CD 的 情况 Gi) ， 由 四 个 奇 点 组 成 的 四 边 形 不 
需要 凸 的 ， 而 对 于 模型 〈20) 中 的 情况 “iD ， 四 边 形 则 必须 是 凸 的 。 但 是 很 多 
实验 结果 与 这 种 凸 性 不 相符 合 。 请 考虑 在 什么 条 件 下 ， 由 OD 的 奇 点 组 成 的 
四 边 形 不 是 凸 的 .上 面 这 些 事实 在 与 竞争 排斥 原理 疹 关 的 讨论 中 起 了 重要 的 作 
用 《〈 有 关 这 方面 的 问题 ， 请 参阅 3. 3 节 和 .Gilpin 和 Ayala 的 文章 [19])， 


3.3 ”竞争 排斥 原理 


竞争 模型 的 四 种 可 能 情况 导致 了 一 个 重要 原理 的 产生 ， 这 个 
原理 指导 了 生态 学 中 许多 实验 和 理论 的 工作 ， 并 且 至 今 仍然 起 着 
重要 的 指导 作用 。 读 者 可 能 已 经 注意 到 ， 在 两 种 相互 竞争 的 

Volterra 模型 中 ， 四 种 可 能 情况 中 就 有 三 种 情况 表明 了 在 两 物种 
”的 相互 竞争 中 ， 必 定 以 某 一 物种 的 完全 灭亡 才 告 结束 这 样 一 个 事 
实 ， 当 然 其 中 也 包括 了 第 (iv) 种 情况 , 在 这 种 情况 中 , 究竟 哪 一 
种 物种 先 灭亡 是 不 确定 的 ， 其 结果 取决 于 开始 时 两 物种 各 自 的 数 
量 ， 数 量 较 少 的 那 一 类 物种 将 先 告 灭 亡 〈 这 里 “ 较 少 ”的 意思 是 
指 在 某 一 确定 的 分 界线 的 某 一 边 ) 。 令 人 奇怪 的 是 , 第 (i) 种 可 能 
情况 长 期 以 来 都 没有 引起 人 们 的 足够 重视 。 在 Gause 的 专著 [17] 
出 版 之 后 , 竞争 排斥 原理 (有 时 也 称 Gause 原理 ) 就 成 了 生态 学 中 
的 一 个 基本 原理 。 在 这 里 由 于 篇 幅 限 制 ， 我 们 就 不 打算 更 详细 的 


(21) 
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介绍 这 个 原理 了 (“两 相互 竞争 的 物种 不 能 共存 ”， 在 这 里 必须 严 
格 地 定义 竞争 和 共存 这 两 个 概念 ) ,然而 从 这 个 原理 的 产生 读者 可 
以 看 到 ， 数 学 模型 ， 其 至 是 粗糙 的 模型 ， 对 科学 研究 都 是 非常 重 
要 的 ， 但 是 另 一 方面 我 们 也 不 可 能 希望 建立 起 一 个 数学 模型 就 能 
反映 出 所 有 的 生物 问题 ， 至 少 是 现在 还 不 能 。 

如 果 读 过 Gause 的 专著 [17], Hardin 的 文章 [25], Ayala 的 
文章 L5], Gilpin 和 Justice 的 文章 [20], Stewart 和 Levin 的 文章 - 
[62], Gomatam 的 文章 [23] 以 及 这 些 作 者 所 引用 的 大 量 文献 , 那 
么 读者 就 可 以 看 到 由 竞争 排斥 原理 导致 了 大 量 的 实验 工作 《虽然 
这 个 原理 的 某 些 说 法 在 更 时 一 些 时 候 就 提出 来 了 ， 但 实际 工作 是 
在 Gause 的 专著 [17] 出 版 之 后 才 开 始 的 ) ， 其 中 早期 的 实验 工作 
主要 是 试图 验证 这 个 原理 ， 但 是 随 着 研究 工作 的 深入 ， 生 态 学 家 
便 开 始 识别 出 原理 不 能 适用 的 情况 ， 在 这 些 情 况 中 ， 有 的 是 因为 
概念 上 的 问题 〈 这 种 情况 能 称 之 为 竞争 吗 ?) ， 有 的 是 因为 生态 系 
统 本 身 的 某 些 特殊 性 质 , 此 外 也 由 于 许多 新 问题 的 出 现 , 例如 , 遗 
传 变 蜡 的 问题 ， 生 存 空 间 不 同 的 问题 ， 幼 虫 与 成 虫 所 需 食物 数量 
不 同 的 问题 ， 竞 争 程度 不 同 的 问题 (有 些 资 源 共 有 ， 有 些 不 共 
有 )， 从 而 导致 了 模型 (20) 的 数值 结果 对 很 多 情况 不 适应 ， 同 时 
也 促进 了 竞争 概念 的 进一步 扩充 。 但 是 尽管 如 此 ， 一 个 简单 的 模 
型 能 引发 出 如 此 丰富 的 工作 已 经 是 很 了 不 起 了 。 

1 近来 较 引 人 注目 的 一 项 工作 是 解决 了 3. 2 节 练习 1 所 
提 到 的 问题 。 对 于 共存 竞争 物种 的 实验 工作 已 经 完成 ， 并 且 证 实 
了 吞 点 的 位 置 与 模型 《21) 而 不 是 模型 (20) 所 描述 的 结果 一 致 。 
(参阅 Gilpin 和 Justice 的 文章 [20]， 以 及 Gilpin 和 Ayala 的 文章 
(19 ]). | i 
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4. N 种 物种 生态 系统 的 问题 


n 种 物种 生态 系统 的 Volterra 模型 的 一 般 形式 为 ， 
È; = x; CE; 十 Daya) i=] 2 yn 


这 里 & 和 4 为 常数 。 下 面 讨论 这 个 模型 的 一 些 特殊 情形 。 

RA n PAAR, 第 一 种 捕食 第 二 种 ,第 二 种 捕食 第 三 种 ，…， 
第 4 一 1 种 捕食 第 4 种, 且 其 中 没有 跳 越 物种 的 捕食 现象 《这 一 假 
设 不 太 符 合 实际 ， 以 后 再 讨论 )。 与 模型 《7) 类 似 ，Volterra 建立 
了 下 面 的 捕食 动物 线性 链 模型 ， 

B= XI 7, + 222) 

Ly = Xs — r — oil + A323) 

Ly = Lal — r3 To + Q24) (22) 

By = TA ym QT F 57s) 

Xs = Xs (F rs — aT) 
在 这 里 , 为 了 方便 起 见 , RR =5, 并 且 设 其 中 所 有 的 一 ，o 均 
HIES IL Ancona 的 专著 LD. IRW (22) 作 适 当 的 变换 zx; 
二 Bry:，i 二 1，2，…，5， 便 可 将 《22) 中 由 元 素 土 mj 组 成 的 矩阵 
[ 士 %] 变 为 反对 称 矩 阵 ( 见 后 面 的 练习 2)， 在 下 面 的 讨论 中 , R 
ETT EO A RT REIKI KT Chis poo par bo ps) 是 
Cri» Xoo Xs Ty Xs) 空间 中 的 点 ， 且 户 六 0 G=1, =, 5) 使 得 
方程 (22) 的 右边 全 为 0,， 记 信 = 一 rs, =r, G=1, 2, 3, 4), 
[SP a Cay) A 是 反对 称 的 。 由 假设 可 知 ， 

—@, Gj) 

Ap 一 6 (23) 
因而 方程 (22) WHH: 
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2 = AG 一 p) 
由 此 可 按 2.1 节 练习 7 同样 的 方法 导出 : 


S Ga) 一 pilogz;@)) = 常数 (24a) 
i=l 
等 价 地 ， 有 
Dy le — u 1p, 二 常数 (24b) 


r=] 


XE r= pe" G=1, 2, =, n). AWISE T FHA (22) 的 一 个 
首次 积分 。 这 个 结果 类 似 于 前 面 提 到 的 (115) RA Alo R. 


练 习 


1. 在 上 面 的 推导 中 ， 存 在 一 个 致命 的 缺陷 。 这 个 推导 过 程 是 依赖 于 满足 (23) R 
的 一 个 向 量 p, 其 中 4 是 一 个 反对 称 矩阵 。 证 明 如 果 ?” 为 奇数 , 那么 wnXn HR 
对 称 矩 阵 是 不 可 北 的 。 再 直接 地 证 明 ， 对 于 由 (22) 式 定义 的 矩阵 4， 不 存在 
着 向 量 p A Ap=5 CBRAE ri rss rs» az, ag, au aa MER RIP. 
此 这 种 假设 导致 了 结论 (24) 只 适应 于 具有 偶数 种 物种 的 线性 捕食 者 -一 一 被 捕 
食 者 生态 系统 ! 这 是 模型 (22) 缺少 现实 意义 的 后 果 : 它 不 能 用 于 物种 数 为 奇 
数 的 生态 系统 。 


对 于 首次 积分 (24) 式 的 存在 性 ， 同 样 也 存在 着 已 在 2. 1 节 
注 6 中 我 们 所 讨论 的 问题 。 在 下 面 的 练习 中 ， 我 们 把 在 2. 1 节 注 
6 和 2.2 讨论 的 问题 以 及 参考 文献 [21. 的 评论 中 提出 的 一 些 相 
关 问 题 提 出 来 讨论 ， 以 便 读者 对 这 个 问题 有 一 个 了 解 。 


练 习 


2. WEAR: 在 模型 (22) 中， 存在 唯一 成 连 比 有 :Be1 Bat Bet Bo YB GIEL, 2, 
3，4，5)， 使 得 : 

| apj = Ay = apni =i + li = 1,253.4 
若 作 变换 X; 二 zi/B;:， 则 变换 后 关于 X 的 新 方程 中 对 应 于 矩阵 [Ea] 的 矩阵 
是 一 个 反对 称 矩 阵 。 有 人 建议 把 X; EAR i G=, 2,…) 种 物种 的 可 比 单位 ， 
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你 赞同 这 个 建议 吗 ? 这 些 可 比 单位 有 什么 物理 上 或 生物 上 的 意义 呢 ? 
. 证 明 : 如 果 第 一 种 物种 不 仅 捕食 第 二 种 物种 ， 也 同时 捕食 第 三 种 物种 ， 那 么 不 
存在 成 连 比 pp :pa:p8: 语 的 有 G=1, 2, 3,4, D 使 方程 组 有 反对 称 
和 矩阵， 除非 系数 «i 满足 某 些 条 件 〈 等 式 的 形式 )， 但 是 自然 界 中 似乎 不 存在 满 
足 这 种 条 件 的 生态 系统 。 也 即 ， 如果 捕食 和 被 捕食 的 关系 不 形成 一 条 线性 链 
(1 一 2->3~4-*5)， 而 是 另外 还 有 被 捕食 关系 〈 例 如 ，1 一 2 全 3-4-5)， 那 么 ， 
”一般 地 说 ， 模 型 的 首次 积分 不 存在 。 
. 证 明 : 如 果 » 种 物种 中 有 两 种 物种 是 相互 竞争 或 彼此 受益 的 关系 ,那么 模型 中 
不 存在 反对 称 矩 阵 。 即使 是 系统 满足 线性 链 关系 例如 ,1 一 2 一 3 一 4 一 5, 4 和 
5 相互 竞争 或 彼此 受益 ) ， 也 不 可 能 存在 反对 称 矩 阵 。 
. 证 明 : 如 果 在 模型 中 引入 逻辑 修正 项 ( 见 2. 1 节 的 注 DD. 即使 是 仅 有 一 种 物种 
考虑 其 逻辑 修正 项 , 那么 不 存在 变换 +; 一 8.X;, 使 关于 X 的 方程 有 反对 称 矩 阵 
(4 是 反对 称 矩 阵 当 目 仅 当 A= -47)， 
. 形成 线性 链 的 捕食 和 被 摘 食 关系 是 唯一 已 被 证 明 能 通过 变换 式 = BX; 得 到 反 
Xt PE AAT . 
. 根据 模型 (22), 只 有 当 系 统 的 物种 种 类 为 偶数 时 系统 才能 处 于 稳定 状态 , 这 从 
生物 实际 来 看 是 难以 接受 的 , 但 是 如 果 考 虑 到 植物 和 土壤 的 因素 , 那么 这 种 怪 
现象 便 消 失 了 .这 是 Poletaev 的 文章 [57] A Eman 的 文章 [13] 提出 来 的 论 
点 。 这 种 系统 的 一 个 简单 模型 为 
‘捕食 动物 ) =x (— Y tagy) 
〈 被 捕食 动物 ) yey (一 Yo 一 qT 十 toaz 
GBD Zz (— Y; azy tH tyu) 
(土壤 营养 》 ú= Yar-HYy tY ogur) 
试 分 析 模型 (25) 中 每 一 项 的 意义 。 问 : 方程 是 否 存在 正 的 平衡 点 Cr. y z 
u)? 所 谓 “ 正 的 ”是 指 xz>0，y>>0, z>0，x>0， 对 有 三 种 物种 的 生态 系统 进 
行 同样 的 考虑 。 为 了 保证 正 的 平衡 点 存在 ， 参 数 需要 满足 什么 条 件 ? 当然 这 个 
模型 是 很 粗糙 的 ， 例 如 ， 模 型 中 没有 考虑 逻辑 项 ， 特 别 地 ， 对 于 ory 这 样 的 
交叉 项 我 们 可 以 用 类 似 于 化 学 动力 学 的 观点 来 解释 ， 但 是 如 uez 这 一 项 就 难 
以 用 这 种 观点 来 解释 了 , 因为 植物 和 土壤 本 身 是 不 会 移动 的 。 然 而 在 建 模 时 考 
虑 到 植物 和 土壤 这 些 因素 对 系统 的 影响 ,这 种 观点 是 正确 的 ,明显 地 ， 它 消除 
”了 奇 一 侦 类 物种 而 引起 的 疑难 。 
. 现在 读者 自己 可 以 建立 很 多 Volterra 模型 了 , 例如， 一 种 捕食 动物 捕食 其 它 丙 
种 成 竞争 关系 或 互惠 共生 关系 的 被 捕食 动物 的 模型 ; 两 种 捕食 动物 竞争 一 种 被 


(25) 








142 


HRDMVRBSS. ELA ACT WAH, ERER REAM 
作 捕食 动 物 就 可 以 了 。 总之, 我 们 已 经 可 以 建立 很 多 实际 的 模型 了 .但 是 寻求 
这 些 模 型 的 解 却 是 相当 困难 的 问题 , 我 们 必须 常常 借助 计算 机 来 进行 处 理 。 读 
者 如 果 读 一 读 Coppel 的 文章 [11]， 那 么 就 可 以 了 解 到 解决 这 些 数 学 问题 的 艰 
MET . 虽然 研究 这 些 模 型 的 更 好 的 定性 分 析 方 法 总 是 可 以 找到 的 , 但 是 这 个 领 
域 的 进一步 发 展 主要 还 是 要 车 数值 计算 方法 . 为 了 从 众多 的 问题 中 挑选 出 有 实 
际 意义 的 问题 ， 数 学 工作 者 也 应 该 经 常 与 生态 学 家 接触 ， 昕 取 他 们 的 意见 。 附 
带 地 ,在 H.R.Van der Vaart 的 文章 “Conditions for periodic Solutions of Volterra 
differential systems” (Bull. Math. Biol. Vol. 40, PP. 133—160, 1978) +, 
谈 到 了 更 多 的 带 有 二 次 项 的 系统 。 


附 录 A 


A-1 相 平 面 ， 等 向 线 ， 方 向 场 


这 一 章 研 究 的 许多 数学 模型 都 属于 自治 的 常 微 分 方程 组 ， 其 
形式 为 : 
£0) = Kalt), y(t)) 
yt) = Prt), y(t)) 
这 里 之 (2) Mya) 只 依赖 于 状态 变量 x O My O., 而 不 显 含 
Rt fE] z. 


练 习 


L 常 微分 方程 二 (1) =r (O 是 不 是 自治 方程 ? 方程 + (1) 一 rz O 呢 ? 


(Al) 


下 面 我 们 将 主要 讨论 自治 的 常 微分 方程 组 。 

对 自治 方程 组 解 的 性 质 的 研究 要 比 非 自 治 方程 组 简单 一 些 ， 
特别 是 对 于 二 维 的 情况 。 设 zx 和 y 均 为 上 的 函数 , 我 们 先 来 看 一 看 
两 个 有 显 式 解 的 自治 方程 组 : 
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[Pee Z=ax,a>y0 
y= b,b>0 j = by,b6>0 
Bx Co) 二 zo，y (to) =y M) IFAI AJEA: 
人 = To + @—t))a 
yt) = yo + (to to)b 


Gta 


(it, 


7 ee = Me 
y) = y€ 
这 只 需 将 1 和 工分 别 代 入 [ 和 1 便 可 验证 。 
形 如 (41) 的 方程 组 确定 了 C rz, y) 空间 的 一 得 曲线 ， 经 
常 让 学 生 考虑 分 析 解 曲线 在 G, r, y) 空间 中 的 分 布 情况 ， 这 对 
学 生来 说 是 一 种 极 好 的 训练 。 在 这 里 对 方程 组 I 想象 出 解 曲线 在 
空间 中 的 形状 是 容易 做 到 的 ， 但 对 于 方程 组 1 就 有 点 困难 了 。 
对 于 解 ,给 定 a, bs bos to A yo WH, 在 三 维 空间 中 作出 其 对 
应 的 曲线 。 即 对 上 的 每 一 个 值 #， E BAF 轴 的 平面 上 描 出 
点 (x @), y @)) i 二 1，2,……， He G) 一 Zo 十 Mito) a, 
y G) 二 yo 十 (一 to) 56， 将 这 些 点 连结 起 来 便 得 到 了 一 条 直线 
(这 是 对 方程 组 1 的 情况 !)。 再 取 ze 和 yos (Ë tto YoYo» W] 
样 地 ， 可 得 到 另 一 条 直线 ， 容 易 看 出 ， 这 一 直线 与 前 一 直线 是 平 
行 的 。 如 果 取 Ato, Eto eyo» MABANARS WP 
直线 也 是 平行 的 。 当 我 们 在 Gs z, y) 空间 描 出 点 的 同时 ， 我 们 
也 得 到 了 这 些 点 在 (x, y) 平面 上 的 投影 CH Go as y) 在 
Cx, y) 平面 的 投影 即 是 Cy, 9). 过 点 Go» Tos yo) 的 积分 曲 
RE Q, ypy 平面 的 投影 包含 了 所 有 满足 : 
Zi 一 To 十 人 一 四 )a = Yo + (E; — tb 
的 点 Cris yids 并 且 这 些 点 都 落 在 (z, y) 平面 上 的 直线 


TT To YY Yo 
a 
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上 ， 也 即 落 在 (z+ 一 X0) b= (y 一 yo) a 上。 明显 地 ， 这 条 直线 的 
和 斜率 为 6b/a， 由 方程 组 1 可知， 直线 的 斜率 恰好 等 于 y/2. 也 即 有 
y/2=b/e. 最 后 ， 我 们 还 可 以 看 到 , E G, ce y) 空间 中 ， 过 点 
(tor Zo» yo) CHP (Ce yo 国定 ，b 可 以 变化 ) 的 积分 曲线 是 
相互 平行 的 (给 定 每 一 个 6, 便 确定 了 一 条 直线 )， 并 且 这 些 直 线 
E (a, y) 平面 上 都 有 相同 的 投影 。 方 程 组 I 的 积分 曲线 之 所 以 
有 这 一 性 质 是 因为 方程 组 是 自治 的 。 根 据 这 一 性 质 ， 我 们 不 难 
由 积分 曲线 在 “xz，y) 平面 的 投影 ， 清 楚 地 看 出 系统 状态 的 变化 
情况 ， 如 果 Cor yo) 是 系统 发 展 过 程 的 某 一 状态 ,那么 对 应 的 积 
分 曲线 应 该 包含 某 一 点 导 ，zro，y)， 相 应 的 投影 便 包含 了 《xzo， 
yo). 过 投影 曲线 且 平 行 于 上 轴 的 柱 面 上 将 充满 了 积分 曲线 ， 并 上 且 
对 这 些 积分 曲线 彼此 间 都 可 以 通过 适当 的 变换 而 得 到 。 
注 1 在 方程 组 1 中 ， 由 
z = Zo H (E — to)a 
y= yo + (t — todd 
所 确定 的 二 维 向 量 值 函 数 称 为 方程 组 | 的 解 。 由 《1') 确定 的 
G, xy y) 空间 上 的 曲线 称 为 方程 组 1 的 积分 曲线 (在 这 种 情况 中 
积分 曲线 是 直线 )。 这 些 曲线 在 〔z，y) 平面 上 的 投影 称 为 轨 线 
(或 轨道 )， 在 系统 1 的 情况 ， 轨 线 即 为 
(£ 一 XO = Cy 一 yo)a 
这 条 轨 线 描述 了 系统 状态 的 变化 情况 GE: 这 条 轨 线 是 由 (1') 消 
去 上 得 到 的 ) ,进一步 地 , (zx, y) 平面 称 为 相 平 面 . 对 于 方程 组 工 ， 
HY yz 一 ba， 即 在 相 平面 上 的 任 一 点 ，y/ 都 有 相同 的 值 ， 所 
以 对 于 微分 方程 组 I 的 情况 ， 等 向 线 《〈 见 注 2) 的 概念 退化 了 。 
对 于 解 1'， 同样 地 , RE a Os tor xo 和 yo 的 值 , 在 Ct, z, 
D 空间 中 作出 其 图 像 。 对 于 这 种 情况 , 积分 曲线 的 作法 比 1 稍为 
复杂 一 些 ， 但 仍然 是 能 够 作出 的 。 如 果 我 们 考虑 所 有 过 Co. Tos 
yo) CHp zo 和 yo ME to 可 以 变化 ) 的 积分 曲线 (对 于 每 一 个 


CI’) 
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to， 确 定 了 一 条 积分 曲线 )， 那 么 可 以 看 到 : 所 有 这 些 积分 曲线 在 
点 (ts Zos yo) 处 的 方向 都 相同 。 事 实 上 ， 这 些 积分 曲线 可 以 通 
过 平行 于 上 轴 的 适当 变换 相互 得 到 。 因 此 我 们 可 以 根据 它们 共同 
的 投影 曲线 《〈《 即 Go, y) 面 上 过 Go yo 点 的 轨 线 ) 找到 过 一 点 
G, Tos yo) CHER, zo My 固定 ) 的 积分 曲线 。 同样 ， 由 方程 
L 消去 上 便 得 到 工 的 轨 线 方程 : 


(下 =( 关 

Xo Yo 

对 于 0<a<2 的 情况 , 请 读者 考虑 此 轨 线 的 形状 (其 它 情 况 以 后 再 
讨论 )。 由 1' 的 轨 线 方程 可 以 解 出 y， 这样 便 可 以 在 (x, y) 平面 
上 作出 其 图 像 了 ( 注 , 曲线 上 所 有 的 点 和 点 (to yo) 在 同一 象限 ， 
为 什么 ?这 个 问题 也 可 以 直接 根据 I' 来 考 虚 )。 我们 还 可 以 求 出 轨 
线 上 任 一 点 G, 7) 处 切线 的 斜率 ,这 只 需 把 > 看 成 x 的 函数 ， 然 
后 对 工 求 导 可 得 ; 


这 个 关系 式 也 可 以 直接 从 方程 1 得 到 : 
dy yb 7 


dz ż a ¢ 
注 2 ”如果 我 们 不 先 求 出 微分 方程 组 1 AT BOA LAL, BB 
么 也 可 以 通过 在 相 平面 上 作出 轨 线 斜率 〈 切 线 ) 的 方法 来 研究 轨 
线 的 形状 ”。 在 作出 轴线 斜率 的 过 程 中 , 车 采用 等 向 线 的 方法 , 则 
问题 会 变 得 更 为 简单 。 所 谓 等 向 线 ， 就 是 相 平面 上 所 有 那些 具有 
相同 斜率 的 点 的 轨迹 。 


* 这 是 在 A.1 节 开 头 所 提 到 的 一 种 途径 。 
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练 >] 


2. 方程 组 


斜率 为 十 2 的 点 的 轨迹 方程 为 


一 2 


也 即 是 对 应 于 斜率 为 1 的 等 向 线 为 ?一 过 5， 对 应 于 斜率 为 2 的 等 向 线 为 7 一 5 


试 求 出 对 应 于 斜率 十， 1,3, 一 地 ,一 去， 一 3 的 等 向 线 , 然后 作出 其 图像 
并 在 等 向 线 上 的 某 些 点 处 作 一 线段 来 表示 这 些 点 处 轨 线 的 切线 , 根据 这 些 等 向 
线 再 作出 相 图 . 这 里 提 到 的 线段 也 可 用 箭 号 来 表示 , 箭头 指向 沿 轨 线 时 间 增 大 
的 方向 。( 例 如 ， 如 果 G p 在 第 一 象限 ， 则 有 + 一 +>0， 5 一 27>0， 因 而 随 
AH. PARMA LTE. MR G, p 在 第 三 象限 ， 那 么 情况 就 不 同 


了 ,请 见 图 4.11)。 在 这 里 应 指出 的 是 ,上面 的 所 有 等 向 线 均 不 与 轨 线 重合 , 也 
不 与 轨 线 相 切 。 


定义 ”在 继续 讨论 之 前 ， 
我 们 先 给 出 下 面 三 个 定义 。 
解 ” 设 微分 方程 组 〈 常 微 





分 ) (自治 的 ) 
. i = filtz) 
x= (x) g ’ Al 4. 
f(x) 或 i = fel ys) 图 4.11 


这 里 和 zz 均 是 上 的 隔 数 。 所 谓 解 就 是 满足 方程 组 的 t 的 二 维 向 
BAM: 
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_p x, = Ot) 
r= OW 或 Za = O,(t) 
由 解 x=O G) 所 确定 的 Gs tio 22.) 空间 的 曲线 称 为 积分 曲线 。 


Zo 习 


3. 由 定义 验证 工 是 工 的 解 ， 


注 3 解 是 依赖 于 初始 条 件 的 , 如 果 解 在 z 时 的 值 为 xo, 那 么 
我 们 可 用 下 面 的 记号 来 表示 : 
x = Dt;to, Xo) 
或 
zl = BG;to, rn, Tos) 
Xs = P, (t3to 5X1 Toz) 
这 里 外 (to; tor Xo) =X. 

轨 线 ” 胃 线 是 相 平 面 (这 里 是 (x1, 2.) 平面 ) 上 的 曲线 ， 从 
几何 的 观点 来 说 ， 轨 线 是 积分 曲线 在 相 平面 上 的 投影 ;从 分 析 的 
观点 来 说 ， 轨 线 是 由 方程 的 解 x1 =P, (Ct; e), m=O, Cts …) 消 
去 上 所 得 方程 的 曲线 。 等 价 地 ， 也 可 以 把 轨 线 理解 为 (zi，z:) F 
面 上 ,由 以 上 为 参数 的 解 男 数 r=, a …), zy 一 名 (1; …) 所 
确定 的 曲线 。 

注 4 如 果 微 分 方程 组 有 显 式 解 或 是 可 以 化 为 2. 1 节 中 练习 
2 那样 的 形式 , 那么 就 容易 得 出 轨 线 了 。 但 是 这 种 情况 是 比较 特殊 
的 ， 对 于 一 般 情 况 ， 我 们 可 以 用 其 它 一 些 方法 来 进行 研究 ， 其 中 
等 疝 线 一 一 方向 场 方 法 是 较为 简单 的 一 种 方法 ， 这 种 方法 的 理论 
依据 是 下 面 的 公式 : 


dx, _ zs _ fri ts) 
dz, ty F (21 5X2) 


根据 这 一 公式 ， 我 们 可 以 求 出 除了 奇 点 之 外 任何 点 处 轨 线 的 切线 





148 


方向 。 
等 向 线 ” 设 微分 方程 组 
2, 一方 Cxziyzz) 
za = $22,522) 
在 (2). x2) 平面 上 ， 由 
Ceos) » £(0,502) 一 (sin0)]， 广 (5 ) 
定义 的 曲线 称 为 对 应 于 斜率 tg6 的 等 向 线 , 它 是 所 有 和 斜率 为 tg6 的 
点 的 轨迹 。 oo 
注 5 一 般 地 , 等 向 线 与 轨 线 不 重合 , 在 交点 处 没有 共同 的 切 
线 《有 特例 !) 。 在 许多 问题 中 ， 有 两 条 等 向 线 是 非常 重要 的 ， 一 
条 是 对 应 于 0=0 的 等 向 线 ; 另 一 条 是 对 应 于 0=r/2 的 等 向 线 , 也 
即 是 胃 线 有 水 平 切 向 (zs 二 0) 的 点 的 轨迹 和 轨 线 有 垂直 切 向 《2 
=0) 的 点 的 轨迹 。 关于 等 向 线 的 例子 和 应 用 可 参阅 A. 2 以 及 本 章 
中 的 一 些 练习 。 


A.2 等 向 线 一 一 方向 场 方法 


在 介绍 这 种 方法 之 前 ， 先 来 看 一 看 分 别 对 应 于 6 一 0 和 4 一 了 
的 两 条 等 向 线 。 
练 习 


L 对 下 列 微分 方程 组 , 求 出 对 应 于 9=0 和 90- 于 的 等 向 线 方程， 并 作出 其 图 像 。 


= px By 
I | ， p>og>o 
yan Px + py 
i =— px — fy 
I | ， >00, >O 
y= pz — py 
z= fy 
À ， B>0 
3 一 一 fr 
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z=— By 

v TT gs 
y= Br 
t=— àrt y? 

V | > AD0 如 0 
y=— ly x! 


i r(r,; — ĉr — py) ri > Our, > 0,0>0 
y= yr, + qa — Sy), {>Q.p>0,.¢>0 


等 向 线 是 与 轨 线 的 形状 相 联系 着 的 ， 为 了 从 等 向 线 而 得 到 轨 
R, 我 们 先 来 讨论 由 对 应 于 9=0 和 0 一 了 的 等 向 线 分 成 的 区 域 的 
几何 意义 。 

Ca) 从 练习 1 的 每 一 个 微分 方程 组 都 可 以 看 出 ,z 的 值 在 对 应 
于 4 一 过 等 向 线 (= 元 当 且 仅 当 z=0) 的 一 边 是 负 的 , 另 一 边 是 
正 的 。 因 此 可 以 在 对 应 于 z<0 的 一 边 画 一 个 指向 左边 的 水 平 箭 
号 ， 在 对 应 于 2>0 的 一 边 画 一 个 指向 右边 的 水 平 箭 号 。 具 体 地 ， 
我 们 可 以 作 如 下 的 分 析 。 第 一 ， 在 练习 1 中 ， 水 平等 向 线 和 垂直 
等 向 线 把 相 平面 分 成 了 一 些 子 集 5: HHEH, L, a, N, A 
平面 被 分 成 了 五 个 子 集 对 于 方程 组 VW， 相 平面 被 分 成 了 十 一 个 
子 集 。 第 二 ， 在 这 些 子 集 5 中 ， 总 是 有 一 些 区域 是 容易 确定 的 
符号 的 。 例 如， 对 于 方程 组 1 ， 在 第 一 象限 中 有 万 >>0， 第 三 ， 只 
要 微分 方程 组 : 

z= gr, y) 

y = plz, y) 
中 的 函数 og ( ) 和 ww ( ) 是 连续 的 , WA MTS 中 的 
所 有 内 点 , 符号 都 应 该 是 一 臻 的。 这 是 由 于 函数 p(，) 是 连续 的 ， 
因而 p( ) 不 可 能 没有 取得 0 值 就 改变 符号 , 所 以 的 符号 从 一 
个 点 到 另 一 个 点 是 保持 不 变 的 ， 除 非 从 一 个 点 到 另 一 个 点 时 必须 
Fit @=0) 等 向 线 。 第 四 ， FA G=0) 等 向 线 时 ,在 (y= 
O 等 向 线 上 画 出 水 平 箭 号 (第 号 方向 由 实际 情况 确定 , z 的 符号 
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不 会 因为 通过 G= 等 向 线 而 改变 )。 第 五 ， 由于? 〈 ) WE 
续 性 ， 所 以 当 点 G, ») 接近 于 @=0) FAR. =p GC, 
D 也 接近 于 0 可 以 用 箭 号 的 长 短 来 表示 z 的 大 小 )。 


练 o y 


2. 根据 w 中 的 规定 ， 对 练习 1 的 六 个 图 形 ， 分 别 标 出 所 有 的 水 平 箭 号 一 或 一 ， 
3. 对 于 微分 方程 组 
z= (pr + By)? 
y= br + py 
即使 是 穿 过 G= 等 向 线 , + 也 不 会 改变 符号 ， 为 什么 3 


(8) 根据 (a) 的 分 析 ， 当 我 们 考虑 的 是 3 的 符号 而 不 是 过 的 
符号 时 ， 应 该 对 (a) 作 怎 样 的 修改 ? 仿照 (a)， 作 出 修改 。 


练 习 


4. 对 练习 2 的 每 一 个 图 形 ， 按 (8) 的 规定 ， 标 出 垂直 稍 号 + 或 4 . 


V) 在 某 一 子 集 $ 中 , HS + 和 一 的 含意 是 随 着 上 的 增加 , HL 
线 向 右上 方 延伸 。 同 样 地 ， 还 有 其 它 三 种 可 能 情 


况 。 根 据 这 些 事 实 ， 我 们 就 可 以 作出 轨 线 了 。 当 T7 
接近 (y=0) 等 向 线 时 ， 轨 线 变 平 ， 当 接近 (z= | 
0) 等 向 线 时 ， 轨 线 变 陡 。( 为 什么 ?) 

练 >] 


5， 对 练习 4 中 的 六 个 图 形 , 分 别 作 出 其 轨 线 。 注 意 到 从 轨 线 分 布 图 上 ， 我 们 可 以 
得 到 一 些 结论 ， 当 然 这 些 结论 也 可 以 从 更 为 严密 的 推 证 中 得 到 。 这 些 结论 是 ， 
“ 对 于 微分 方程 组 ! ， 轨 线 是 背离 原点 的 螺旋 线 。 

“ 对 于 微分 方程 组 1 ， 轨 线 是 趋向 原点 的 螺旋 线 。 
“ 对 于 微分 方程 组 X 和 N ， 轨 线 是 以 原点 为 中 心 的 团 “ 面 出 一 些 具有 不 同 O 值 
的 等 向 线 )。 
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" 对 于 微分 方程 组 VY， MARRE PERM), ACAD, 
(APA) 3) 是 一 个 鞍点 。 
"对 于 微分 方程 组 VY ， 必 须 分别 两 条 不 与 坐标 轴 重 合 的 等 向 线 是 相交 于 第 一 象 
限 还 是 第 四 象限 两 种 情况 .对 于 交 于 第 一 象限 的 情况 , 原点 和 点 (ri/8, 0) 是 
iA. 奇 点 (0， 一 ra/5》 是 不 稳定 的 ， 两 条 不 与 坐标 轴 重 合 的 等 向 线 在 第 一 
象限 的 交点 是 稳定 的 ， 


A.3 线性 系统 


等 向 线 一 一 方向 场 方法 可 用 来 研究 轨 线 的 整体 分 布 情况 ， 应 
用 此 方法 既 能 作出 远离 原点 或 其 它 奇 点 的 轨 线 ， 也 能 作出 原点 或 
其 它 奇 点 附近 的 轨 线 。 

注 1 奇 点 可 以 理解 为 相 平面 上 轨 线 就 是 它 自身 的 点 ， 如 果 
一 个 系统 的 状态 处 于 奇 点 ， 那 么 这 个 系统 是 不 变 的 (但 是 如 果 奇 
点 是 不 稳定 的 ， 那 么 模拟 计算 机 最 终 将 使 它 离 开 该 点 ， 这 是 因为 
它 可 能 一 开始 就 不 会 精确 地 处 于 该 奇 点 ， 并 且 电 噪音 的 干扰 也 会 
使 它 侦 离 奇 点 )。 求 奇 点 的 方法 是 同时 令 zz 一 0 和 y 一 0， 即 令 9 
Cr, y) =0, ¢ (x, y) 二 0， 然 后 解 出 x Aly. 这 个 问题 可 参阅 
A.l. . 

确证 或 推翻 由 等 向 线 一 一 方向 场 方法 得 到 的 猜测 ， 或 者 补充 
这 些 猜测 的 最 简单 的 方法 是 线性 化 。 其 基本 思想 是 : 在 奇 点 附近 ， 
用 线性 系统 来 近似 给 定 系统 ， 通 过 研究 线性 系统 的 性 质 ， 从 而 得 
出 给 定 系统 在 奇 点 附近 的 性 质 。 

注 2 线性 化 方法 不 总 是 可 行 的 ， 全 如， 研究 方程 组 ， 

i = ax’ 十 2ayxry 十 ayy’ . 

y= bnr? + 2bypry + byy’ 
在 原点 附近 的 变化 情况 ， 这 时 应 用 线性 化 方法 就 得 不 出 明确 的 结 
末了 《〈 见 后 面 )。 另 外 应 该 指出 的 是 ,由 线性 化 方法 得 到 的 只 是 局 
部 的 性 质 ， 对 于 研究 像 极 限 图 的 存在 性 这 样 的 问题 就 需要 使 用 其 
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它 的 方法 了 ， 不 过 这 个 内 容 已 经 超出 这 一 章 所 要 讨论 的 范围 了 。 
为 了 更 好 地 理解 线性 化 方法 ， 我 们 必须 先 来 研究 线性 系统 的 
问题 ， 下 面 我 们 的 讨论 范围 只 限于 二 维 自 治 常 微分 线性 系统 : 
x= Ax CA2) 
或 
t = a£ F ayy 
(A2a) 
Y = ant + ayy 
明显 地 (为 什么 ?)， 这 个 系统 有 唯一 的 奇 点 ， 即 原点 〈 只 要 矩阵 
A 是 可 逆 的 )。 对 于 奇 点 为 p= Po O) 的 线性 系统 ， 其 形式 可 表 
为 ; . 
X= A(x = p) 
或 
i = aulx — p) tarly — q) (Ab) 
y= an le — p) +anly — q) 
显然 ， 这 个 系统 的 性 质 可 由 第 一 个 系统 直接 得 到 ， 所 以 下 面 我 们 
只 讨论 形 如 〈42) 的 自治 系统 。 对 于 自治 线性 系统 来 说 ， 和 矩阵 4 
是 一 个 常数 和 矩阵， 但 一 般 地 4 不 是 对 称 的 。 
下 面 我 们 来 研究 系统 (A2) 的 解 及 其 轨 线 ， 首 先 研究 一 些 特 
殊 的 情况 〈 即 几 种 特殊 形式 的 标准 矩阵 所 对 应 的 系统 ),， 然后 类 似 
于 解析 几何 中 二 次 曲线 的 研究 方法 ， 通 过 线性 变换 将 一 般 的 情况 
化 为 特殊 的 情况 。 在 这 里 ， 线 性 变换 的 方法 如 下 ， 设 尸 是 可 逆 的 
常数 矩阵 ， 作 线性 变换 , OZ = 二 Px @, WE 
Zit) = Pxe@Mex() = PUZMSZt) = PAP'Z@) 
BTA he FR BEE P, E PAP :为 标准 形 和 矩阵 便 可 实现 这 种 一 般 
情况 到 特殊 情况 的 变换 , 而 了 的 选取 以 及 PAP™! 的 类 型 都 是 由 和 矩 
阵 4 的 特征 值 所 决定 的 。 
定义 方程 det (4 一 41) =0 的 根 称 为 矩阵 4 的 特征 值 。 当 
4 为 2X2 阶 矩阵 时 ， 记 
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A ayy 
dz) Az 
则 det (4 一 X21) =O Hf BR: 
dn 一 4 az | 0, 
dg Ao — A 








È — (ay + ay A+ agaz 一 A242) = 0 

在 这 一 章 中 , 我 们 讨论 的 矩阵 4 均 为 2X2 阶 实 矩 阵 , 故 4 的 
PEA A SRR, 我 们 可 以 把 矩阵 4 的 特征 值 分 为 下 列 
”“ 几 种 情形 ， 

C1) 两 个 特征 值 为 不 等 的 实数 

(2) 两 个 特征 值 为 相等 的 实数 

C3) 两 个 特征 值 为 不 等 的 纯 虚 数 

(4) 两 个 特征 值 为 不 等 的 复数 

(5) 两 个 特征 值 有 一 个 为 零 ， 有 一 个 不 为 堆 

(6) 两 个 特征 值 均 为 零 

下 面 分 别 对 特征 值 的 这 六 种 情形 ， 讨 论 其 对 应 的 标准 形式 所 
对 应 的 微分 方程 的 一 些 性 质 ， 我 们 的 讨论 不 按 次 序 进行 。 

对 于 情形 〈6)， 分 两 种 情况 讨论 。 


(a) # | 
lal- lo odla. 
则 相 乎 面 上 的 每 一 点 都 是 奇 点 ! 
b) & | 
el Lo olla. 
可 以 证 明 : =, MEME AAA. «ONO BTA PRS z 
轴 平 行 , 并 且 当 :+ Ont, 2, 轴 上 方 的 轨 线 向 右 延 伸 ，zi BER 


两 个 特征 值 都 非 零 。 
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PS Zee. GAT AER: 微分 方程 组 的 解 为 : 
Zi) = F ko 
对 于 情形 (5)， 有 : 
EA A Orz 
-| ol 
z 轴 上 每 一 点 都 是 奇 点 ， 轨 线 是 水 平 射线 。 
对 于 情形 〈3)， 有 : 


2 = Bz, 
四 一 一 pz 
由 第 一 个 方程 乘 以 ， 第 二 个 方程 乘 以 盖 ， 相 加 可 得 ， 
2,2, + 2,2, = 0 
所 以 轨 线 方程 为 : 
z (t) + z(t) = z Cto) + z(t). 
即 轨 线 为 以 原点 为 心 的 圆 。 
我 们 也 可 以 这 样 来 考虑 ， 由 


dz ë z 
dz o z 
A: 轨 线 上 任 一 点 (z!，z:) DORA SR Ee EAE 


直 ， 由 解 极 几 何 的 知识 可 知 ， 轨 线 是 以 原点 为 中 心 的 圆 。 
这 个 微分 方程 组 的 另 一 种 解法 是 , 由 第 一 个 方程 对 上 求 导 , 再 
将 第 二 个 方程 代入 第 一 个 方程 可 得 : 
2, =— fz, 


因而 其 通 解 为 : 
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Z(t) = r cosp lt — ty) + rasing Ct — ty), 
由 xz 一 Cs (ft) 有 : 

z(t) = r,cosP(t — ta) — r,sinB(t — to). 
设 (to) =o z (to) 二 zw 则 有 : 

z(t) = z,cosB(t — ta) + z sinB(t — ty) 

z,(t) = z,cosPCt — ty) 一 z,sinBCU — to) i 


或 
C S 
z(t) = | eco, 
— S$ C 


其 中 c=cos8 (t—to), s=sinB (t—to). 
对 于 情形 (4), A: 


ż = az, + Be, 
lene ba tas 
Az (0) =e"w G), Mz Go) =w (to)， 用 原 方 程 组 可 化 为 : 
wi = pw, 
H = Bw, 
从 而 可 得 : 
_ cosB(t — to) sinB(t — te) 
z(t) = e“ | 
— sinB(t — t) cosB{t — ty) 
wre 二 |z G4) |, Ar @® =z Oz (4)， 并 县 可 以 证 明 : 
rE) = ee (0). 
这 证 明了 相 平 面 上 的 点 z (2) 描述 了 一 条 对 数 螺 线 。 当 a<~0 时 , 随 
着 i 的 增 大 ， 螺 旋 线 趋 于 原点 ; Semon, Mae. Rie 


& 


keo 
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& F 


1. 情形 《〈4) 也 可 以 通过 极 坐标 变换 : 
z(t) = r(t)cosp(t) 
人 = r(r}sing) 
来 讨论 ， 证 明 由 此 可 以 导出 : 
í PN = Kto) 一 (t — to)h 
o = etro), 
这 里 记 
zilto) = 广 t0)cOS 人 to) 
(eo = r(t))singltg). 
2. 应 用 等 向 线 一 一 方向 场 方法 〈 对 a>>0，a<0，p>0，p8<0 各 种 情形 )， 证 明 其 
结果 与 上 面 给 出 的 结果 是 一 致 的 。 


对 于 情形 (2)， 分 两 种 情况 讨论 。 


(a) & 
let le 
或 
pre 
则 其 解 为 : 


z) = eo (ty) 
(tty da 


zt) =e Zato) 


练 习 


3. 证 明 : Hox, z (4) 和 z (te) 在 同一 象限 ， 


4. 证 明 : MMAR, HAs + co 时 ， 轨 线 是 远离 原点 还 是 趋 于 原点 完全 依赖 于 2 
的 符号 。 
5. 求 罗 线 在 点 (x1，zz》 处 的 斜率 。 


&. 
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6. 证 明 在 这 种 情况 中 ， 轨 线 和 等 向 线 重 合 。 


(b) 和 若 
Eb le 
之 > 0 4JjLzs 
或 
z= Ay +z, 
i = Az, 
练 5 


7. 分 别 A> 0 MA<O 两 种 情况 ， 证 明 水 平 轴 既是 胃 线 又 是 等 向 线 ， 除 此 之 外 ， 其 
它 的 轨 线 和 等 向 线 不 重合 。 作 出 方程 的 等 向 线 及 轨 线 。 


由 方程 组 中 的 第 二 个 方程 可 解 得 : 
z(t) — ef ore, (to) 


KATE. HRU”, WA: 


dey a) =e “2, (ty) 


di 
故 方程 组 的 解 为 : 
z(t) = ee, + Zig * (E — ty) | 
Z(t) 一 ea 
a 习 


8. 分 析 这 个 方程 的 轨 线 。 证 明 对 于 4<0 的 情况 ， 过 上 半 平 面 的 点 (zio，zzo) = 
(2, Gods zr Cto)) Ree 5S yee 21 =0, 即 直 线 加 zl 十 zz 一 0 的 安 点 处 ， 
z (1) 取得 最 大 值 。 当 (ew ro 是 下 半 平 面 的 点 时 ， 情 况 怎 样 ? 2 A> 0 呢 ? 


HTE D, H: 
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(* = Àz 
Zs = Àz 
这 里 分 别 5A 同 为 负 , à A AAE, A AM A HE A 为 
E A, 为 负 四 种 情况 来 讨论 。 
(a) FAO, <0 的 情况 ， 方 程 组 的 解 为 : 
on = ez Ct) 
“to 22, (to) 
HEARE z O 和 z (zo) 在 同一 象限 ， 当 i co 时 ，z @ 趋 于 
原点 。 除 了 有 两 条 特殊 轨 线 《原点 不 计 在 内 ) 之 外 ， 所 有 轨 线 在 
原点 处 都 有 相同 的 极限 方向 〈 当 引 ce)， 并 且 有 下 面 结论 ， 
轴 为 极限 方向 当 且 仅 当 一 lal 过 一 [Al <0 
zz 轴 为 极限 方向 当 且 仅 当 一 AL 二 一 lal <0. 


z) =e 


B y 
9 消去 参数 ! 求 轨 线 方程 , 并 把 RA 的 函数 , 证 明 在 原点 处 罗 线 的 斜率 由 下 
AHE: 
a 9 ， 4O< 1A] < [ae] BF 
zy 
“1 29 ， 当 0< lal < là l 时 
之 2 


10. 求情 况 O 中 两 条 特殊 的 轨 线 。 握 示 ， 取 zio=0 或 xzo= 0. 


(b) HF A>, 之 0 的 情况 ， 方程 解 的 表达 式 与 a) 相同 ， 
azt ce 时 , 点 z @) WRIA, “ty 一 ceo 时, 2) BPR. 
除了 两 条 特殊 的 轨 线 之 外 (原点 不 计 在 内 )， 所 有 轨 线 在 原点 处 都 
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有 相同 的 极限 方向 〈 当 上 y 一 co 时 )， 并 且 有 于 面 的 结论 : 
之 1 轴 为 极限 方向 4HY O< <A, 
z: Shy RR 7 A 4 AOA, <A. 


练 y 


11, 证 明 这 个 结论 并 求 出 两 条 特殊 的 轨 线 。 


Cc) IF AOA 的 情况 ， 方程 解 的 表达 式 也 与 (a) 相同 ， 
除了 有 四 条 特殊 的 轨 线 外 〈 不 包括 原点 ) ， 轨 线 的 方程 为 : 


lal [yl o o dAl la, | 
2 * 2 == 20 * Zio 


% J 


12. 研究 这 些 罗 线 的 形状 (粗略 地 说 , 这 些 曲线 像 双 曲线 ) 并 求 出 四 条 特殊 的 办 线 。 


(d) 对 于 AKO, 的 情况 ， 请 读者 自己 讨论 。 
á 3J 


13. 分 别 在 四 种 情况 a). O, O 和 D 所 对 应 的 相 图 上 标 出 其 方向 。 


根据 上 面 对 六 种 标准 形式 的 讨论 ,请 读者 检验 下 面 的 结论 .如 
有 果 两 个 特征 值 的 实 部 都 小 于 零 ， 那 么 原点 是 稳定 的 ; 如 果 两 个 特 
征 值 的 实 部 都 大 于 零 ， 那 么 原点 是 不 稳定 的 。 对 于 两 个 特征 值 的 
实 部 均 为 零 的 情况 ， 轨 线 既 不 趋 于 原点 也 不 远离 原点 。 如 果 有 一 
个 特征 值 大 于 零 ， 有 一 个 特征 值 小 于 零 ， 那 么 有 两 条 轨 线 趋 于 原 
态 ， 有 两 条 轨 线 远离 原点 , 其 余 轨 线 先 靠近 原点 , 然后 背离 原点 。 

注 3 如 果 当 1 ce 或 上 + 一 co 时 , 所 有 的 轨 线 (最 多 只 有 三 条 
例外 ) 在 奇 点 处 都 有 相同 的 极限 方向 ， 那么 这 种 奇 点 称 为 非 正 规 
节点 。 如 果 所 有 轨 线 都 是 具有 不 同方 向 的 直线 ， 那 么 这 种 奇 点 称 
为 正规 节点 。 如果 两 个 实 特征 值 有 一 个 大 于 零 , 另 一 个 小 于 零 , 那 
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么 这 种 奇 点 称 为 鞍点 。 如 果 两 个 特征 值 为 严格 的 复数 〈 不 是 纯 虚 
数 ) ， 那 么 这 种 奇 点 称 为 焦点 GRA). 。 如 果 轨 线 是 环绕 奇 点 的 
闭合 曲线 ， 那 么 这 种 奇 点 称 为 中 心 。 如 果 所 有 的 解 z CD) 有 limz 


G) 一 0， 那 么 称 0 为 渐 近 稳定 育 点 。 若 lim |z G) |=, MKO 
HABE RT. TEPER SET. HEEE =r Ja A 


稳定 育 点 便 成 了 稳定 奇 点 ， 为 了 避免 意义 上 的 含糊 ， 我 们 应 该 指 
出 ， 在 非 正规 节点 的 情形 中 ， 所 谓 极限 方向 是 指 当 轨 线 趋 近 于 奇 
点 时 ， 所 有 轨 线 〈 最 多 有 三 条 轨 线 例外 ) 的 方向 。 而 当 我 们 讨论 
轨 线 在 奇 点 处 的 切线 时 已 经 将 奇 点 加 补 了 这 些 线 上 。 对 于 线性 系 
统 中 鞍点 的 情形 ， 当 t+ ce 时 ， 有 两 条 轨 线 趋 于 原点 ， 这 两 条 轨 线 
称 为 内 分 界线 ; tyo, 有 两 条 轨 线 趋 于 原点 , 这 两 条 轨 线 
称 为 外 分 界线 ， 这 四 条 特殊 的 轨 线 统称 为 分 界线 。 分 界线 组 成 了 
其 它 形 如 双 曲 线 的 轨 线 的 渐 近 线 。 





(b) 


图 4.12 (a) 非 正 规 节点 ; (D 鞍点 
前 面 我 们 将 矩阵 4 的 特征 值 分 成 了 六 种 不 同 的 情形 , 并 讨论 
了 这 六 种 情形 所 对 应 的 标准 形 微分 方程 ， 现 在 我 们 进一步 讨论 把 
一 般 逢 阵 化 为 六 种 标准 竹 阵 的 问题 ， 在 下 面 的 讨论 中 我 们 仍然 使 
用 对 应 于 前 面 特征 值 的 六 种 不 同情 形 的 标号 (1) 一 (6). 
情形 (1) 82X2 阶 和 矩阵 A 有 两 个 不 等 , 非 零 的 实 特 征 值 ， 
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IA A, AA,» BRAT AT UAE TAERE V 使 ， 


AV =VA.BIVOAV = A 


这 里 矩阵 


ran 
A= ， 
0 A 


矩阵 V 即 是 前 面 在 公式 .A426) 下 面 的 一 段 中 已 经 提 到 的 矩阵 了 . 


练 


14. 


15. 


习 


因为 看 天 0，42 天 0， 所 以 怎 阵 4 是 可 道 的 ， 为 什么 ? 
提示 : 矩阵 A 可 道 包 不 存在 非 堆 向量 Y 使 AV=OGdet AAO. 根据 特征 值 的 定 
X: det CA—AD =0 的 根 称 为 矩阵 A 的 特征 值 , 以 及 矩阵 4 可 道 的 第 二 个 判 
别 准则 立即 可 以 得 到 问题 的 结果 。 这 里 的 证 明 需 要 一 些 线性 代数 的 结论 : 
对 于 矩阵 A FEFFE VAMA (实数 或 复数 )， 满 足 : 
AV = Aw 
AM: 
(A —ADV=90 
这 也 等 价 于 : 
detC(A — AI) = 0 
由 等 价 命题 可 知 : AV= AV 中 的 4 是 矩阵 4 的 一 个 特征 值 . CAVE AV 中 的 
V 称 为 特征 向 量 ) 现在 注意 到 : AV =0 等 价 于 47 一 多， 也 即 存在 非 零 向 量 Y 
使 AY 二 0， 从 而 0 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 。 这 与 题 设 矛盾 
BEV, AV ABIES. WE: BaViteavi=0, PAcr 和 和 cz WAZ, 或 
a 和 cz RAS (cl Mee 是 实数 或 复数 ; 零 向 量 的 所 有 分 量 都 是 等 ， 非 零 向 
基 至 少 有 一 个 分 量 不 为 零 ) 。 


为 了 进一步 讨论 ， 需 要 引 人 两 个 向 量 线性 相关 的 概念 。 二 个 
HE V V 是 线性 相关 的 当 且 仅 当 一 个 向 量 是 另 一 个 向 量 的 纯 量 
倍数 ， 即 ; Y: 王 ”和 或 WV 二 6V,， 这 等 价 于 : ZAEV., V 是 线 
性 相关 的 当 且 仅 当 存在 非 零 向 量 。 (其 分 量 为 和 和 cs) 使 


Ve=0 a cV, + o,¥,=0 
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(根据 练习 15, 本 定义 中 c. co 中 任何 一 个 都 不 可 能 为 零 .) 显然 ， 
由 列 向 量 Vi AV, 组 成 的 2X2 MERE V 是 不 可 道 的 当 且 仅 当 内 
和 V; 是 线性 相关 的 。 为 什么 ? 《参看 前 面 的 练习 。) 


练 习 
16. DEAR: 若 
AV, 一 AFi 
| Vi Æ 0V: Æ 0.A, Fay 
AV, = AV), 
则 Vi Al V2 是 线性 无 关 的 。 
提示 : A> eV, +e2¥2=0, A 0= CA— ÀT) (eyV¥, te2V2) =c} (CAs— AÀA) Vos 出 
此 可 推出 cz 一 0， 因 而 ca=0 《为 什么 ?7。 


由 上 面 的 讨论 可 知 , 若 和 矩阵 4 AP TAA PTE A a 那么 
特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ， 大 2X2 RE A 有 两 
个 不 同 的 特征 值 ， 设 对 应 的 特征 向 量 为 Vi,，V;， 奢 么 任 一 个 二 维 
向 量 必 可 表 为 riVi 十 riV; 的 形式 为 什么 ?)。 


练 习 


17. 证 明 : A0, QAO 是 det (AAD =0 的 两 个 不 等 的 根 ， 则 Vi 出 
AV; = AVi = 1,2 
唯一 确定 《在 相差 一 个 比例 系数 的 意义 下 )， 并 且 和 矩阵 了 = [VV] 是 可 道 的 
(为 什么 ?)。 作 为 练习 ， 求 矩阵 
3 一 4 — 1 3 
-i e- | , _ 
的 特征 向 量 。 对 这 两 个 例子 ， 验 证 练习 14 前 一 段 中 提 到 的 公式 
VAV =A, 
并 证 明 此 式 子 与 特征 向 量 的 系数 无 关 ， 也 即 用 myYi REV aV 代替 Ve 时 ， 
vy AV= A 仍 成 立 。 
18. 利用 变换 =V: 和 xz 一 =*z， 分 别 将 
X= Ax ,= Ax 


(矩阵 A'A 4 与 练习 17 中 的 矩阵 相同 ) 化 为 : 
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i= Az, = A" 
对 关于 z 的 方程 求 出 所 有 极限 方向 , 进而 求 出 关于 x* 的 方程 的 极限 方向 , 并 分 
别 写 出 关于 z 的 方程 以 及 关于 x 的 方程 之 解 的 表达 式 。 


根据 练习 14~18， 对 情形 (1) ， 我 们 有 下 面 的 结论 ， 如 果 2 
X2 ER A 有 两 个 不 等 非 零 的 实 特征 值 A 和 A 那么 可 确定 其 
对 应 的 特征 向 量 V M Vo HAERE 


V = LV, Vv, | 

WMA. > . 

x = Vz 
则 方程 : | 

T= Ax 
可 化 为 : 

z=V'AVz=Az 

从 而 可 得 方程 的 解 : 


z(t) = e" 


再 由 变换 公式 可 有 关于 x 的 方程 的 解 ， 
x(t) = Vz(t) = Veto ^g = Ve tN Vx, 
关于 轨 线 的 极限 方向 ， 对 于 非 正 规 节 点 的 情况 有 绪论: 
z 轴 (zs 二 0)， 即 向 量 V 为 极限 方向 ， 
当 且 仅 当 : AA <O ROMA <A; 
z: HH (六 一 0)， 即 向 量 ARR, 
HHAH: A<A,<O Be OKA <A). 
对 于 鞍点 的 情况 ， 有 : 
趋 于 原点 0 的 分 界线 为 二 轴 PAV 为 方向 ， 过 奇 点 的 直 
线 )， 


Zo 


* X= Ax 的 唯 -- 奇 点 , 即 原点 是 稳定 的 , BAA EA Al Ae 都 小 于 零 。 
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MAM: A<O<A, 
趋 于 产 点 0 的 分 界线 为 zh IAV 为 方向 ， 过 奇 点 的 直 


线 )， 
4AM: AOA. 
练 习 
19. 对 微分 方程 组 


x= A'r fx = Ax 
CA’, VARJI., RR (1) 的 结论 。 


情形 (2) 2K 2 EA 有 非 零 相等 的 实 特征 值 ww， 这 
可 分 为 两 种 可 能 情况 。 

(a) ARPA MEV. V: 满足 : AVHAV, RAE 
(A 一 1) V=0. 对 于 这 种 情况 , 由 线性 代数 的 知识 有 : 4 一 1 的 
秩 为 0， 所 以 4 一 io 的 每 一 个 元 素 均 为 0， 从 而 有 : 

A = NI 
这 已 是 标准 形式 了 。 

(b) 仅 有 一 个 向 量 〈 在 相差 一 个 比例 系数 的 意义 下 ) Vi 满足 : 
AV=AV, EERE: (4 一 加 1) Y 一 0， 对 于 这 种 情况 ， 可 以 证 明 
(练习 21): ERW CAB, 的 倍数 )， 存 在 实数 > 使， 

(A—ADw=rV¥, =u 
由 此 可 得 ; 
Alu wj= [Au Aw} = [àu u + Aw] 


“oft Y 
记 V= [uw] 和 | 
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有 : 
AV=VA. 
由 此 可 将 一 般 形式 化 为 标准 形式 (2) (5). 并 且 可 以 证 明 : BF A 
点 的 轨 线 的 极限 方向 为 z; 轴 ， 也 即 回 量 V. 


练 习 


20， 对 微分 方程 : 


其 中 : 
一 1 1 
4 
-一 9 5 
按 上 面 讨论 的 步 台 ， 写 出 整个 求解 过 程 。 
21. 在 情形 D (b> 的 推导 过 程 中 ， 用 到 了 下 面 的 结论 ， 请 予以 证 明 。 


(a) mÆ det (A—Al) =0 有 重 根 i. MABE 〈4 一 加 站 :一 0. 
(A) &u= CA— Al) Wy 则 有 (A—Agl) u=0, 这 意味 着 : 于 一 yl， 为 


什么 ? 
O Fw REV, AR. WIER 
V = [u w] 
Æ oJ BH. 


情形 G) 和 (4) 2&2 BE A AP TSR FHE e 
EIB, PAO, o 是 对 应 于 a 十 iB 的 特征 同 量 ， 即 : 
Au = (a+ifpu, 
ME u 的 分 量 不 可 能 是 实数 或 纯 虚 数 〈 为 什么 ?)。 
idu=V+imw, V+0w40,, V, w EXI., A 
AW + iw) = (a+ iB) + iw) 
LAR SERB, HE ABMS Ny FAS HY 4G | 
AV = aV — fw 
Aw = PV + aw. 
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练 习 


22. WEB y A w 是 线性 无 关 的 。 由 练习 15 可知， 只 需 证 明 : 不 存在 均 不 为 0 的 数 


€l 各 cs 使 : 
cv + cow = Q, 
反 证 : a*t, e740 使 cz 十 caw=0， 则 有 : 
CV =— cow 
H: 
Ay + iw) = (a+ iM + iw) 
o: 
Aw = (a+ if)w. 
RRRS» FA. WA? 因而 只 可 能 有 cu 一 0 和 ez = 0， 由 此 可 知 ,+ 
和 是 线性 无 关 的 。 
、 a P 
@Vele wl A 一 | |]; 则 方程 组 
p = av — Bw 
Aw = By + aw 
WEA: 
AV=VA, 
这 里 V 是 可 逆 的 。 
由 前 面 的 论 论 知 : 
T= Ax 
的 解 为 : 
x(a) =V z(t) 
Hp: 


z(t) = ew] e kav, 
— $§ € 


这 里 c = cosp — to),s = sinf (t — ti) ,z(to) 一 ix(to). FA 
z(t) 的 表达 式 可 得 : 
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z(t)? 2(t) = er 0 z(t) z(t). 


从 而 有 下 面 结论 : 
<0 缩短 
wel o. M: aia 和 | st 
>0 增 大 
稳定 奇 点 
的 奇 点 《 即 原 点 ) wi 心 
不 稳定 奇 点 


同样 地 ， 对 于 x O 有 : 
XV VO xt) = ex (CV V TDX 


<0 
Ai WA = 0. 机 so SERNER 
> 0 


渐渐 缩短 | a 
|% al 并 且 有 结论 : Ba Gla) WAREK 4H 
渐渐 增 大 
仅 当 : a 过 0. 

情形 (5〉” 短 阵 有 一 个 特征 值 为 0 由 特征 方程 det (4 一 
AI) 二 0 有 : 

MB — Kay + az) + danaz 一 aran = 0. 

因为 有 一 特征 值 为 0， 所 以 有 : aitczz 一 Qizazl. 这 可 分 为 几 种 情况 
”来 讨论 。 
Ca) Ë 41/42, a/an =p, Wan=a, a=b, MWE: 


a b 
A= l | 
pa pe 


(8) ”车 as==0=azs, 这 是 情况 (a) 的 特殊 情形 (为 什么 ?)。 
CY) 若 az 一 0 一 az， 这 也 是 Ca) 的 特殊 情形 。 
D ” 零 元素 的 其 它 可 能 选择 均 可 化 为 (8) 和 (7) 的 情形 。 
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在 这 种 情形 中 ， 有 结论 : 
一 个 特征 值 不 为 零 ， 当 且 仅 当 : 在 情况 Co) P, at po¥0; 
在 情况 (8) ALY) P, an. 


练 6S] 
23. 由 于 情况 (8) ，(7)，(6) WE Co) AEA, MRT CO 即 可 。 证 
H: 情形 (5) 中 非 零 的 特征 值 为 4 十 p25， 县 其 对 应 的 特征 向 量 有 分 量 1 和 p， 
另 一 特征 向 量 有 分 量 一 2 和 a， 并 且 这 两 个 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 记 ; 


an p ak ee 
a2, G22 P a 0 0 
则 有 : 

AV=VA. 


练习 23 给 出 了 情形 (5) 化 为 标准 型 的 方法 .由 情形 〈5) 所 
对 应 的 微分 方程 的 解 易 知 : 在 这 个 系统 中 , 不 存在 渐 近 稳定 奇 点 。 

情形 (6) ”两 个 特征 值 均 为 等 。 令 a 十 p25 二 0,( 为 什么 ?) 由 
EE O) 的 第 一 种 情况 可 有 : 


A= BE pe | 
-— pb pb 
这 里 分 两 种 情况 来 讨论 。 


(a) 若 5 二 0， 则 4A 已 具有 前 面 已 经 讨论 过 的 标准 形 。 
(b) 4640, p ATER id 


— ph bl 1 0 0 1 
a=[ a a YG lk fo 
— po pb p bn 0 0 
则 可 以 证 明 : 
AV=VA. 


ERE, VÆRA. RAM UR MAE XT A aE 
的 所 有 奇 点 ， 并 证 明 系统 中 不 存在 渐 近 稳定 奇 点 。 
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注 4 前 面 我 们 讨论 了 节点 的 极限 方向 , 鞍点 的 分 界线 方向 ， 
螺旋 点 《焦点 ) 不 存在 渐 近 方向 等 问题 。 在 练习 9 一 11， 练 习 19 
前 面 的 讨论 和 练习 20 前 面 最 后 一 行 中 ,我 们 对 非 正规 节点 附近 软 
线 作 了 研究 并 得 出 了 结论 : 轨 线 的 极限 方向 是 由 矩阵 4 较 靠近 于 
零 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 所 确定 的 ， 而 例外 的 轨 线 的 方向 是 
由 为 一 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 确 定 的 ; 在 练习 12， 注 3 的 后 半 
部 分 以 及 练习 19 前 面 的 讨论 中 , 我 们 证 明了 趋 于 鞍点 的 分 界线 的 
方 占 是 由 矩阵 4 的 小 于 零 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 确 定 的 ， 面 
背离 鞍点 的 分 界线 的 方向 则 是 由 大 于 零 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 
量 确定 的 。 求 极限 方向 和 分 界线 方向 的 斜率 有 一 个 简捷 的 方法 ,不 
过 这 个 方法 不 能 分 辨 极限 方向 和 分 界线 。 但 是 在 许多 情况 下 ， 当 
我 们 用 等 向 线 一 一 方向 场 方 法 作出 相 图 时 ， 就 能 清楚 地 看 出 其 差 
HT. RK, AK, 表示 非 正规 节点 的 两 个 极限 方向 ( 占 优势 的 和 
例外 的 ， 在 这 种 情况 中 ， 有 一 个 方向 是 所 有 轨 线 的 极限 方向 其 
中 有 两 条 轨 线 例外 ), 例外 的 两 条 轨 线 在 同一 个 方向 上 , 这 个 方向 
称 为 例外 的 方向 ) 的 斜率 ， MARA. k 表示 鞍点 情形 中 趋 于 奇 
点 的 分 界线 方向 和 背离 奇 点 的 分 界线 方向 的 斜率 , 则 所 和 到 是 二 
次 方程 

| a = k + (ay, — 4) 一 a 二 0 
的 两 个 根 。 这 里 
[e "l A 
Qo, Azz 


是 系统 t= 二 Ax 的 矩阵。 当 (aaz) 二 441z421 达 9 时 ， HERAK 
根 。 可 以 证 明 ， 在 此 条 件 下 ， 和 矩阵 4 没有 实 特征 值 。 因 此 ， 微 分 
方程 有 没有 焦点 可 以 由 k 方程 ( 即 ak? + Can an) 有 一 aa 一 0) 来 
判别 ,对 于 奇 点 是 不 是 鞍点 的 判别 , 则 可 以 用 等 向 线 一 -方向 场 方 
法 或 矩阵 4 的 特征 值 的 符号 来 判定 。 稳定 和 不 稳定 奇 点 的 判别 以 
及 焦点 的 稳定 性 的 判别 可 以 由 矩阵 4 的 实 部 符号 来 判定 。 稳定 和 
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不 稳定 奇 点 的 判别 也 可 以 用 方向 场 方法 来 判定 ， 但 是 对 于 焦点 的 
稳定 性 就 不 能 用 此 方法 了 。 


练 5J 
24. Bea EX2 阶 矩 阵 4 的 特征 值 , Yi 是 对 应 的 特征 向 量 , 其 分 量 为 vi;, vz;. 证 
HA. 
_ Ve Aan _ 

== a2 i=1,2 

ki thy = Ay + h 一 sa _ 经 二 ayy 
12 12 

hkz-= 一 并 


1z 
这 些 结论 直接 证 明了 所 和 大 是 方程 
ayk? + (ayy 一 an)k — ayy = 0 


的 两 个 根 。 


注 5 如果 在 系统 *=Ax 中 , x Bn AE, AB Xn BE 
BE (n>2), 那么 情况 就 要 比 二 2 的 情况 复杂 得 多 了 , 目前 较为 完 
整 讨论 过 的 只 有 4=3 的 情况 * 。 对 于 一 般 的 7 维 线性 系统 ， 较 为 
完整 的 结果 是 关于 稳定 性 的 , 若 4 的 所 有 特征 值 M 有 严格 小 于 堆 
HRR, WHA oo 时 ， 所 有 和 解 曲线 趋 于 零 ; 若 4 的 所 有 特征 值 2 
的 实 部 均 大 于 零 , WY) 一 co 时 ， 所 有 和解 曲线 趋 于 零 ; HME 4 
的 特征 值 中 既 有 大 于 零 的 实 部 又 有 小 于 零 的 实 部 ， 则 这 种 情况 和 
前 面 讨论 的 鞍点 情形 类 似 : 大 多 数 轨 线 先 靠近 于 奇 点 0, 然后 背离 
奇 点 0 至 无 穷 远 。 在 这 里 我 们 就 不 打算 更 详细 地 讨论 有 关 维系 
统 相 图 的 问题 了 。 


A. 4 线性 化 方法 
线性 化 方法 可 用 来 研究 非 线性 问题 局 部 相 图 的 性 质 ， 也 即 奇 


* LJ. W. Keyn, “Classification and description of the singular points of a system of 
three differentiol equations,” z. Angew. Math. phys. Vol. 15, pp. 540—557, 1964. 
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点 附近 轨 线 的 性 质 。 设 
x(t) = f(x(@)) (A3) 
是 非 线性 自治 系统 ，? 是 此 系统 的 一 个 奇 点 ， 也 即 有 : 
fo) =0 
Eh f En AE fn] BES [A] Bl ” 维 向 量 空间 的 映射 。 用 线性 化 方法 研 
究 奇 点 附近 轨 线 性 质 的 一 般 步 骤 是 : 
(1) 作 变 换 x G) =c+y @ 有 : 
yo) = fC 十 y0)), (A4) 
“(2) TES 点 作 台 劳 展开 : 
fy = f+ DFO :y+ oly |]. 
这 里 Df C) 是 第 i 行 第 j 列 的 元 素 为 Dj;f; (一 ) 的 nx 
n BER. HP DSA C 表示 f(x) 的 第 :个 分 量 对 x， 
BY Oa PK 
(3) 研究 线性 系统 
yt) = DFC) ey) (A5) 
在 ?一 0 点 邻 域内 解 的 性 质 。 
(4) 由 了 =Df () + y O 在 原点 邻 域内 解 的 性 质 推断 
X(t) =f (x) FES 邻 域内 解 的 性 质 。 
线性 化 方法 可 以 把 对 非 线 性 方程 奇 点 附近 性 质 的 研究 转化 为 
线性 方程 的 问题 来 研究 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 这 种 方法 是 可 行 的 
(与 Df (O 的 特征 值 以 及 误差 项 0 Clly ll) 有 关 )。 由 线性 方程 
的 性 质 推断 原 方程 的 性 质 有 一 些 定理 作为 依据 ， 但 是 其 证 明 过 程 
相对 于 我 们 现在 的 目标 来 说 太 过 于 复杂 了 ， 我 们 将 先 给 出 一 些 例 
子 和 反例 ， 然 后 再 列 出 一 些 有 关 的 定理 。 关 于 线性 化 方法 的 应 用 
方面 ， 主 要 的 工作 是 研究 矩阵 Df O 的 4 方程 和 * 方 程 。 


练 J 


1. 微分 方程 二 x (1 一 z) APSR zx 一 0 和 xz=1, 用 线性 化 方法 证 明 对 应 的 线 
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性 方程 在 x=0 点 是 不 稳定 的 , 在 + 二 1 点 是 稳定 的 。 提 示 : 将 z= 二 x (1 一 分 
别 在 x=0 和 z=1 处 作 台 劳 展开 并 取 一 次 近似 方程 ， 用 y 来 表示 有 : 


了 一 》 3= y 
. 3 
i—i —C—t,} 
yD =e Oyy yee o yo 


由 解 的 表达 式 易 得 结论 。 

另 一 种 解法 。 这 里 Df O 只 是 一 个 实数 ,或 者 说 ，Df (OD 只 是 一 个 1x 
1 Gye. AREA DS CD. MF SRR Sf (z) =r, HDS a), Df 
(O) A DF (1), 并 证 明 由 特征 值得 到 的 结论 和 用 第 一 种 方法 得 到 的 结论 是 相同 
的 。 


微分 方程 组 


[一 rila 一 b, ,logr,; — blogz) 
| (A6) 
ES = Trla, 一 bnlogri 一 balog) 
APT Go $2), Go D 由 方程 
bulog, + bilog: = ay 
bziloggi + brlog; = wz 
确定 ， 求 DS (分 ， 并 证 明 对 应 的 4 方程 为 ; 
AP + Cb + by2)A + Cbd ~ biba) = 0 
在 (46) HEER: ogri= yn Ry ttz He y= logi, Wa A c=0 对 应 
于 xx 一 *。 变 换 后 ， 对 于 z O 的 微分 方程 可 以 求 出 显 式 解 ， 从 而 原 方程 的 解 + 
WO 可 由 z O 表 出 。 读者 可 以 用 两 种 方法 证 明 结论 ， AAS BRE YH 
H biibe2—bieb > 0, Hbntbx>0. 第 一 种 方法 : 直接 根据 方程 的 解 来 让 明 ; 
第 二 种 方法 ， 由 4 方程 来 证 明 。 读 者 还 可 以 证 明 : 

SH (46) 的 稳定 奇 点 ， 当 且 仅 当 : 0 是 关于 2 O 的 方程 的 稳定 奇 点 。 
显然 求 DF (DO 的 4 方程 比 求 关于 x O 的 微分 方程 的 显 式 解 要 简单 得 多 。 如 
果 读 者 是 一 个 酷爱 工作 的 人 ， 他 可 能 会 令 上 GO) [=se 0), RERET Ee O 的 
微分 方程 并 将 其 作 台 劳 展开 , RE e (1) 和 es (2) 的 线性 部 分 。 根据 上 面 的 讨 


” 论 ， 其 结果 是 容易 解释 的 。 


.微分 方程 组 


Dy =~ Ty + x 
CA7) 
dy = x? dz 
有 两 个 奇 点 (0.0) M CAAD, A), RAAEN DS (x) 及 其 
特征 值 , 并 求 出 重要 方向 的 斜率 。 如 果 O< WA r 轴 是 奇 点 (0. 0) 4B 
域内 轨 线 的 极限 方向 ， 请 详细 地 作出 奇 点 附近 的 一 些 轨 线 。 
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4. 微分 方程 组 
ry 一 一 XxX] 一 2 x xo 
log V ata; 
To = T3 + ll _ (48) 
log z? + x 
=o x=¢0 


在 zi 十 zi 一 1 一 6,，0<6<1， 中 有 显 式 解 ， 这 个 解 与 微分 方程 组 ‘48) 的 线性 
化 方程 组 
人 a (ABa) 
T3 = — T? 
BRE TE SF sO 处 的 性 质 完全 不 同 ( 见 练习 6). (A8a) 的 解 为 : x (2) =e To 
xo。， 在 相 平面 上 的 罗 线 方程 为 : 
X21) / x1) = T207 工 10- 

( 轨 线 是 以 原点 为 一 端的 射线 }。 对 于 AD 的 求解 ， 作 极 坐 标 变 换 ; 

x(t) = r(é)cos¢(t) 

ne = r(z)sing(t} 
可 以 导出 ， 


rt) 一 一 六 人) 
| CABE) 


Kt) = oa 

其 解 为 : 

ra) = e™ To ro 

t È to (A9) 

Kt) = Ato) — log(t — to — logro) + log(— logro) 
因为 我 们 仅 考虑 + <1 8 的 情况 , tto logre >t 0. 由 《49) 知 ， 
微分 方程 组 (48)》 的 解 是 趋 于 原点 的 螺旋 线 ， 这 与 〈48a) 的 雪线 是 完全 不 同 
的 。 
5. 在 练习 4 中 ,虽然 微分 方程 组 (A8) 的 轨 线 与 它 的 线性 化 方程 组 的 轨 线 有 很 大 
的 差异 ， 但 是 两 者 有 一 点 是 共同 的 ， 邵 是 : 如 果 两 个 微分 方程 组 的 初始 值 在 以 
.0 为 中 心 的 单位 圆 内 ,那么 当 :4 co 时,， 轨 线 都 趋 于 原点 。 请 验证 这 一 结论 。 造 


成 这 种 差别 的 原因 在 于 余 项 ri/iogr =N xi tp 收 伍 于 零 的 速度 不 够 快 , 请 
参阅 下 面 的 有 关 定 理 。 
6. 在 练习 + 中, 我 们 说 (48a) 是 AD 的 线性 化 方程 组 。 这 似乎 有 点 难以 确信 ， 
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因为 xi/iogr 是 非 线 性 项 并 且 比 线性 项 趋 于 0 的 速度 快 .但 是 在 这 个 附录 的 第 4 
PRL ARE MAE, Re BRR DS (OD 来 描述 的 (这 是 
因为 (D 的 奇 点 为 0)， 请 计算 DS (OD. 

ER: 直接 从 定义 计算 原点 的 仿 导 数 ， 例 如 计算 : 


fh,0) — fi(0,0) 
m 一 -一 -一 
hwo h 


比 通常 的 方法 要 简单 得 多 。 
7. 证 明 原点 是 〈48) 的 唯一 奇 点 。 
提示 : 用 反 证 法 。 若 原点 不 是 奇 点 , 用 zi 乘 以 第 一 个 方程, rs RUBIO, 
然后 两 式 相 加 可 得 zi 十 x; 二 0， 从 而 导出 子 盾 ! 


li 


从 前 面 的 例子 可 以 看 出 :只 要 特征 值 有 非 零 实 部 , 即使 是 在 
非 线性 方程 的 轨 线 与 它 的 线性 化 方程 的 轨 线 不 同 的 情况 下 ， 非 线 
性 方程 与 它 的 线性 化 方程 解 的 稳定 性 也 是 相同 的 。 下 面 再 举 出 一 
些 特征 值 有 零 实 部 的 例子 ,在 这 种 情况 下 , 非 线性 方程 与 它 的 线 
性 化 方程 就 没有 这 一 性 质 了 。 例如, 我 们 可 以 举 出 这 样 的 例子 : 在 
非 线性 系统 的 唯一 奇 点 的 任何 邻 域 中 ,线性 化 系统 有 连续 的 奇 点 。 
虽然 这 两 个 系统 的 渐 近 性 质 是 完全 不 同 的 。 


练 习 
8. 研究 方程 组 
($ = x 
(A10) 
za = — T? 
和 它 的 线性 化 方程 组 

re os 一 0 

| CA10a) 
T? =— T? ' 


ARRE. 线性 化 方程 组 的 相 图 是 一 艇 平行 于 rs 轴 的 射线 , 而 非 线性 方程 组 
的 相 图 则 与 原点 为 鞍点 的 线性 方程 组 的 相 图 极为 相似 。 请 补充 其 细节 。 
提示 : AO 的 轨 线 方程 为 ， 


2 


2 
pA 一 
一 ee M20 o T20. 


T? 


这 些 罗 线 有 不 同 的 水 平 渐 近 线 。 
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， 研究 方程 组 
=— ri 
(A11) 
Ta 一 一 T? 
-和 它 的 线性 化 方程 组 
ry =0 
| , (Alla) 
ty 一 T? 


奇 点 的 性 质 , 这 里 线性 化 方程 组 与 练习 8 中 的 〈410a) 是 相间 的 ,但 非 线性 方 
程 组 是 不 同 的 。 证 明 : 对 于 (411), 无 论 初始 值 xo 取 何 值 ， 当 t+ co 时 ， 对 应 
的 解 将 趋 于 口 ， 即 原点 为 稳定 的 ， 并 且 证 明 在 原点 处 ， 所 有 轨 线 的 极限 方向 为 
xi 轴 ， 两 条 例外 轨 线 为 xz 轴 。 
fem: (All) 的 轨 线 方程 为 : 


2 152 
me eM el/2r ota. 


当 14 comb, to O) fam} o, izi (140. 对 于 每 一 条 轨 线 CORBIS r 轴 
重合 的 轨 线 以 及 原点 外 )， 可 以 证 明 ; Kiril tomt Arent 0. 这 说 明了 所 
有 轨 线 均 以 x 轴 为 极限 方向 。 对 于 |z1| + oo 的 情况 ， 请 读者 考虑 并 作出 其 相 
图 。 


T? 


10. 微分 方程 组 


11. 


i 一 at 
[> ! (412) 


ar = — T? 
的 相 图 中 有 一 半 象 (410) ， 有 一 半 象 411)， 请 作出 其 相 图 。 
狐 究 微分 方程 组 








i = x + xıl —r)r 
| (A13) 
Ie = T] + xC] — r2yr 
这 里 一 人 zli 十 2， 作 极 坐 标 变换 ， 
“ = rcose 
Z = rsinp - 
可 得 : 
t= (1 一 rr 
| (r = 0) (Al3a) 
P= 1 
1 + 1 oF 
et ott ois} 
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积分 即 得 : 








ro - 0 


”由 上 式 可 知 : BO<ro<1 ij FAH oto. r=r O 包含 于 开 区 间 《〈0， 
D 中 ， 并 且 在 (0,，1) 中 ， 方 程 布 边 是 - 的 单调 增 函 数 ， 因 而 上 式 定 义 了 一 
个 以 + 为 自 变量 的 函数 。 可 以 证 明 ; 当 :4 oo, r=r (1) 个 1， 又 因为 P (9 
=tio HA (AD 的 积分 曲线 是 趋 于 单位 图 给 定 初 值 mr: rocd 的 
螺旋 线 ， 因 而 原点 不 是 稳定 焦点 。 但 是 对 于 线性 化 方程 组 : 

t 一 一 
(o = r] 


ENHAR-RUR AAPOR, ERA (A130) 的 一 个 中 心 。 


(A136) 


在 Andronov 等 人 的 专著 [4] ARE. A. Coddington AlN. 
Levinson 的 专著 [10] 的 第 5 章 中 *， 详细 地 讨论 了 有 关 线 性 化 的 
问题 ， 在 这 里 我 们 只 提 到 其 中 的 某 些 结论 ， 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 
们 假定 原点 为 奇 点 〈 因 为 从 (A3) A AD 的 变换 不 影响 奇 点 的 
EE), RPE DS (0) 是 可 逆 的 ,并 且 其 特征 值 有 非 零 实 部 。 我 们 
还 对 f(x) 的 非 线 性 部 分 f(x) -Df Co) .x 附加 了 茶 些 条 件 ， 
这 些 条 件 对 讨论 系统 的 稳定 性 也 是 需要 的 。 下 面 我 们 先 讨 论 系统 
的 稳定 性 〈 局 部 )， 然 后 再 考虑 轨 线 对 奇 点 的 趋 近 方式 。 

定理 41 考虑 微分 方程 

x= f(x) 《414) 
WR f (0) =0, BARDS O) 的 特征 值 有 小 于 零 的 实 部 ， 并 且 
有 : 
f(x) — Df) :x = OC | x ll), (A15) 
那么 原点 0 是 方程 +=f (x) 的 一 个 稳定 奇 点 。( 例 子 见 练 习 12) 
术语 解释 (Al) MAME: 


* 也 可 参阅 LL Cesari, Asymptotic Behavior and Stability Problems in Drdinary 
Diffential Equations, New York: Springer, 1963, Sec, 9. 1 





177 


lim | fcc) — DF +x || 


x0 ll x | 


这 里 | 外。 外 表示 范 数 ， 经 常 采 用 的 三 个 范 数 是 : 
yl =y + yzy 


= |y + [vz l yl) = max ly |,|y:1). 
“原点 0 是 方程 +=f (x) 的 一 个 稳定 奇 点 ”的 含义 是 : 存在 实数 
e 汪 0， 使 得 方程 的 每 一 个 解 x (4)， 在 某 一 时 刻 t 后 有 上 x @ | 
<e, FFA ATER: 


= 0 (A15) 


lim |x || = 0. 
thao 
注 1 在 上 面 范 数 的 三 种 定义 中 ， 站 >| < 的 意思 稍微 有 点 
差别 ， 读 者 不 难 证 明 下 面 的 结论 。 对 于 范 数 的 第 一 种 定义 有 : 
若 171 <e Wiz! <a, Hily: <a. 


反之 ， fl nls: Hli < wA l y Il <a. 


对 于 范 数 的 第 二 种 定义 有 : 
车 上 yl <e MWA ln] <a Hlyl<a 反之 , #lnl<>s H 


l< > WA My | <e。， 对 于 范 数 的 第 三 种 定义 有 : 
# lyi <e 则 有 |21<a, Hlxl<a 反之 , 车 |y1<a, H 
lys1<a， 则 有 1 y 上 过， 对 于 范 数 这 三 种 不 同 的 定义 都 有 结论 ， 
li m lxo || = 0 Ba lim x, (t) = 0, H li m z0) = 0. 


% 习 


12. GAARA: 


， 2 
D 一 AuTi + aiT? + bna? + 2092122 + bnr, - 
A (A16) 
Ty = Ay 十 22272 + enri 十 crire + cur; 


无 论 选用 哪 一 种 范 数 ， 均 满足 (415). 
提示 : 所 要 证 明 的 问题 等 价 于 证 明 : 
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bya + Phere + boots 
ao 


2 2 
r+ 2; 


2 2 
Cyt) 十 Zeii + C2275 


{2 2 
Xt 了 


可 将 其 转化 为 极 坐标 来 证 明 。 如 果 我 们 再 证 明 〈416) 的 矩阵 4 一 [az 的 特 
征 值 有 小 于 零 的 实 部 ， 那 么 便 可 以 有 原点 为 稳定 奇 点 的 结论 ， 


lim 
og 


在 这 一 章 中 , 我 们 提 到 的 许多 模型 都 有 形 如 (A168) 一 样 的 形 
区 ,天 此 对 这 些 模型 应 用 定理 A. 工时， 只 需 检验 线性 部 分 的 矩阵 
的 特征 值 即 可 。 


练 J 


13. 证 明 在 练习 4 中 ， 原 点 是 微分 方程 组 (AD 的 一 个 稳定 奇 点 。 
14. 练习 8 一 10 中 讨论 的 微分 方程 组 不 能 应 用 定理 41， 为 什么 ? 


定理 42 考虑 微分 方程 : 
X= f(x) 
if (0) ==0， 如 果 原 点 O 是 线性 化 方程 : 
x = Df(e) +x 
的 一 个 焦点 ， 并 且 
f(x) — Df@) -x=o0Cl xl) 
那么 原点 0 CESS OG) 的 一 个 焦点 。 
术语 解释 “原点 0 是 x 二 f(x) 的 一 个 焦点 “， 对 于 非 线性 
方程 来 说 ， 这 个 句子 需要 更 严格 地 定义 ， 在 这 里 焦点 包含 有 两 种 
情况 ， 或 是 稳定 焦点 或 是 不 稳定 焦点 。 原 点 是 稳定 的 焦点 ， 当 且 
仅 当 : D 原点 是 稳定 的 ; D 在 极 坐标 系 中 ， 微 分 方程 的 解 
x(t) = r(t)cosp(t) 
x,t) = r(t)sing®) 
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具有 性 质 : th okt, r (1) -0《〈 这 说 明了 原点 是 稳定 的 ) 县 | 
g(t) |4 co (这 说 明了 原点 是 焦点 )。 对 于 原点 是 不 稳 焦 点 的 定义 ， 
可 由 稳定 焦点 的 定义 中 ， 作 变换 t= 一 z 而 得 到 。 
注 2 定理 42 在 很 弱 的 条 件 下 ， 即 在 条 件 
f(x) — Dfl +x =0C| xt) 
下 ， 不 仅 叙述 了 解 的 稳定 性 ， 而 且 也 说 明了 积分 曲线 对 奇 点 的 趋 
EER. 练习 4 说 明了 在 满足 定理 42 的 条 件 下 , 不 能 保证 正规 节 
点 在 线性 到 非 线 性 的 过 渡 中 不 变 ， 但 焦点 的 性 质 在 这 种 过 渡 中 是 
不 变 的 . (在 Coddington 和 Levinson 的 专著 [10] 中 的 第 378 页 上 ， 
指明 了 在 这 种 弱 条 件 下 ， 从 线性 到 非 线 性 的 过 渡 中 ， 焦 点 可 以 不 
保持 其 “正规 性 ”， 但 在 这 里 就 不 做 详细 地 讨论 了 ) 


练习 


18. 中 心 与 焦点 的 性 质 很 不 相同 。 如 果 原 点 是 线性 化 方程 
x= Die} :x 
的 一 个 中 心 ， 那 么 原点 可 以 是 方程 
x= f(x) 
的 中 心 ， 也 可 以 是 稳定 焦点 ， 还 可 以 是 不 稳定 焦点 。 即 使 (x) 的 非 线性 部 
分 满足 比 〈415) 更 强 的 条 件 ， 也 不 能 保证 中 心 在 线性 到 非 线性 过 小 中 的 不 变 
性 。 用 下 面 三 个 方程 组 ， 
人 Hy 一 2% tyr ay = z + ar 
| eae 


9 9 
to =— T — Tır Lg 一 一 TI Tor 


来 验证 这 一 结论 。 EB rN zt 十 xz. 另 一 个 非 线 性 方程 和 它 的 线性 化 方程 
同时 有 中 心 的 例子 是 Volterra 捕食 者 ~ 一 被 捕食 者 模型 〈 见 2. 1 节 中 的 练习 
3), 


定理 43 考虑 微分 方程 : 
x = f(x) 
w f(O) =O, FR 
fix.) — Df) +x=o0Cf xi) 
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AM Df(o) 有 小 于 零 的 不 等 实 特征 值 ,无 妨 记 为 <A <0, Hp 
么 当 t 个 吕 时 ,对 于 x 二 了 (x) 的 每 一 条 轨 线 ,只 要 开始 时 足够 靠近 
于 0O, 此 轨 线 必定 沿 四 个 方向 中 的 一 个 趋 于 0, 大 多 数 轨 线 沿 几 
或 一 Vi 方向 趋 于 O, 并 且 至 少 各 有 一 条 轨 线 沿 六 和 一 V; 方向 趋 
于 0. 这 里 Vi 是 Do) 的 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 ,V; 是 特征 
{BL A, 所 对 应 的 特征 向 量 。 

f(x) 的 非 线 性 部 分 如 果 满 足 更 强 的 条 件 , 那 么 可 使 非 线 性 方 
程 的 相 图 和 它 的 线性 化 方程 的 相 图 在 奇 点 邻 域 中 完全 相似 ,也 即 
DARPA VY. 方向 趋 于 OFA DRA AMAR Ve Ae 
ATO. 在 这 里 提 到 的 更 强 的 条 件 可 以 是 在 奇 点 邻 域 中 f(r) 的 偏 
导数 连续 , 即 : 

Dj;fi(z1,Xz) 在 0 BR PIES. 
多 项 式 方程 (例如 练习 12 中 的 方程 (416)) 满 足 这 个 条 件 , 所 以 方 
程 的 局 部 相 图 和 它 的 线性 化 方程 的 局 部 相 图 是 一 样 的 。 

注 3 在 定理 43 中 ,如 果 和 殖 阵 Df(0) 的 两 个 特征 值 相 等 ,都 
么 根据 练习 4, 奇 点 0 可 以 是 方程 x=f(x) 的 一 个 焦点 。 但 是 如 果 
原点 0 是 线性 化 方程 的 正规 节点 ,也 即 Df(0) 是 一 个 对 角 线 元 素 
相等 的 对 角 和 矩阵 , 并且 还 满足 条 件 : 

fœ = Dfl- x=0c iix 9 ， ce>0 
(A17) 
那么 原点 CO 也 是 非 线 性 方程 x 二 f(x) 的 正规 节点 。 在 这 里 ,条 件 
(CAID 比 定理 43 中 的 条 件 
f(x) = Df) +x =0¢|| rl) 
更 强 一些 。 


练 习 


16. 证 明 微 分 方程 组 (416) ,满足 条 件 (417)。 
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我 们 引述 的 最 后 一 个 定理 是 有 关 鞍 点 的 。 
定理 44 考虑 微分 方程 ; 
x= f(x) 

设 1(0) 二 0, 如果 和 矩阵 Df(0)= 4 有 两 个 实 根 Ay Al As Yj HE A, <0 
<A, FF A 7x) 的 一 阶 偏 导数 存在 且 在 O 邻 域内 连续 ,那么 当 : 
conf. 2= fC) & A — RA SIE VF AV. 方向 趋 于 0; 当 : 
4 一 时 ,+ 二 f(x) 各 有 一 轨 线 分 别 沿 V 方向 和 一 Y: 方向 趋 于 
0, 而 其 它 轨 线 无 论 是 在 :4 co 还 是 在 ty 一 2 时 ,最 终 都 远离 于 0. 
换言之 ,在 上 述 条 件 下 , 非 线 性 方程 和 它 的 线性 化 方程 的 鞍点 是 相 
同 的 ,并 且 分 界线 方向 可 由 线性 化 方程 所 确定 。 

注 4 对 于 上 面 的 所 有 定理 和 讨论 ,我 们 都 假定 了 0 是 方程 x 
二 (x) 的 奇 点 。 MRS 是 = 了 f(x) 的 一 个 奇 点 , 即 SOO =, xI 
yts 可 有 : 

y= f(s +y) = gly) 

由 于 g(0)=f(9),Dg(o) 二 Df(9), 故 有 关 z==f(x) 在 奇 点 7 的 线 
性 化 就 不 是 考虑 DAC(O) 和 Sa- DEO > x, 而 是 考虑 DAG) 和 了 
(00) 一 Df(5)。，(x 一 四 了 。 除 了 这 一 点 不 同 外 ,前 面 提 到 的 所 有 定 
理 对 于 奇 点 为 了 的 情况 也 是 正确 的 。 

注 5 请 读者 复习 前 面 所 提 到 的 定理 ,并 作 时 间 逆 转变 换 := 
一 ,这 种 变换 改变 了 特征 值 的 符号 ,看 看 这 种 变换 对 结论 有 什么 
影响 。 


例 ”微分 方程 组 : 
5 = T (& — a,x, — Pir) 0 < ep < ep, 
É = TCE, + ax, 一 PT3) 0<ai 0< A; 


的 奇 点 为 (0,0), (0.62/82), (e/a, 0) NCE, 4) H: 
人 — af, — Bf, = 0 
E€ — a,b, — Bf, = 0 
AT HEH 1 >0 E p>. XP — TAF RERE Df(9) ,并 研究 对 应 
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的 非 线 性 部 分 的 性 质 , 确定 极限 方向 或 分 界线 。 按 上 面 奇 点 的 次 
序 , 它 们 依次 是 :不 稳定 奇 点 ,鞍点 ,鞍点 ,稳定 奇 点 。 


附录 B 参考 文献 


1. 3 节 中 已 经 列 出 了 一 些 与 这 一 章 讨 论 的 内 容 有 关 的 杂志 ， 

并 且 也 为 读者 推荐 了 一 些 较 新 的 专著 。 在 这 个 附录 中 ， 我 们 列 出 

的 参考 文献 中 大 多 数 只 是 为 了 说 明正 文中 某 些 结论 及 观点 的 出 

处 ， 除 了 需要 对 某 些 内 容 作 进一步 深入 地 研究 之 外 ， 它 们 对 读者 

掌握 这 一 章 的 内 容 没 有 多 大 影响 ， 指 导 教 师 也 不 需要 去 查找 这 些 

文献 。 在 参考 文献 的 每 一 条 目 中 ， 还 注 明 了 这 一 条 目 在 正文 中 何 

处 被 提 及 。 作 为 正文 内 容 的 补充 ， 参 考 文献 中 也 有 少数 几 本 参考 

书 是 很 值得 推荐 的 ， 我 们 在 条 目 中 用 “essential” 或 “Very 

desirable” 注 明 ， 这 些 书 大 多 数 都 是 简装 本 。 

[1] J. K. Aggarwal, Notes on Nonlinear Systems. New York: Van Nostrand, 1972, 214 
pp. ; in the paperback series “Notes on System Sciences. ” One of the titles mentioned 
at the end of Remark 5 in Section 2. 1, it would be very desirable to have one of these 
around, and the present one is an inexpensive paperback. 

[2] W. C. Allee, A. E. Emerson, ©. Park, T. Park, and K. P. Schmidt, Principles 
of Animal Ecology. Philadelphia; Saunders, 1949, 837 pp. See Sections 1. 1 and 3. 
If the library on your campus has it, it is worthwhile for you and your students to 
have a good look at it, but don’t have it ordered. 

[3] U. d'Ancona, The Struggle for Existence, A. Charles and R. F. L. Withers. Trs., 
vol. 6 of Bibliotheca Biotheoretica. Leiden: Brill, 1954, 274 pp. Available in hardcover 
and in paperback. See Sections 1. 1,1. 2,2. 1 (Exercise 3) ,and 4. It is very desirable, 
in fact almost essential, to have this book available (for the instructor). 

[4] A. A. Andronov, E. A. Leontovich, 1. I. Gordon, and A. G. Maier, Qualitative 
Theory of Second-Order Dynamic Systems. New York; Wiley, 1973, 524 pp. 
(Translated from a 1966 Russian edition. ) One of the titles mentioned at the end of 


Remark 5 in Section 2. 1, it would be very desirable to have one of these around. The 
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present one is unusually detailed and exhaustive, but very expensive, and it does not 
discuss systems of dimension larger than two. 

[5] F. J. Ayala, “Competition, Coexistence, and Evolution,” in Essays in Evolution and 
Genetics in Honor of Th. Dobzhansky; A Supplement to Evolutionary Biology, M. K. 
Hecht and W. C. Steere, Eds. New York: Appleton-Century-Crofts, 1970, pp. 121- 
158. See Section 3. 3. 

[6] J. Balogh, Lebensgemeinschaften der Landtiere; ihre Erforschung unter beson-derer 
Berücksichtigung der zoozanologischen Arbeitsmethoden; Budapest, Verlag der 
Ungarischen Akademie der Wissenschaften, and Berlin, Akademie-Verlag; 1958, 560 
pp. See Section 1. 1. 

[7] M. S. Bartlett, “Monte Carlo studies in ecology and epidemiology”, in Proc. Ath 
Berkeley Symp. on Mathematical Statistics and Probability, vol. 4, J. Neyman, Ed. 
Berkeley, CA; Univ. of California Press, 1961, pp. 39—55. See Section 1. 5. 

[8] M. Boudart, Kinetics of Chemical Processes. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 
1968... 2 f° pp. See Section 2. 1. 

[9] F. Brauer and J. A. Nohel, The Qualitative Theory of Ordinary Dif ferential 
Equations; An Introduction. New York; Benjamin, 1969, 314 pp. One of the titles 
mentioned at the end of Remark 5 in Section 2.1, it would be very desirable to have 
one of these around. THe present one is hardcover but not exceedingly expensive. 

[10] E. A. Coddington and N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations. 
New York; McGraw—Hill, 1955, 429 pp. See Section A. 4, Appendix A, before 
Theorem Al and before Exercise 15. 

[11] W. A. Coppel, “A survey of quadratic systems,” J. Differential Equations, vol. 
2, pp. 293—304, 1966. See Section 4, Exercise 8. 

[12] H. Ellenberg, Ed. , Integrated Experimental Ecology; Methods and Results of 
Ecosystem Research in the German Solling Praject. New York; Springer, 1971, 214 
pp. (of which pp. 1 一 15 carry an introductory survey by H, Ellenberg). See Section 
1. 1. The book is vol. 2 of the series, Ecological Studies, Analysis and Synthesis. 

[13] T. I Eman, “O Nekotoryh Matematiceskih Modeliah Biogeocenozov,” Problemy 
Kibernetiki (pod red. A. A. Liapunova) vol. 16, pp. 191—202, 1966, Moskva, 
Izd. Nauka. See Sections 2. 2 and 4, (Exercise 7). 

[14] W. Feller, “Die Grundlagen der Volterraschen Theorie des Kampfes ums Dasein in 


wahrscheinlichkeitstheoretischer Behandlung,” Acta Biotheoretica, vol. 5, pp. 11- 
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40. See Section 1.5, A famous paper, often quoted as starting the “stochastization” 
of deterministic models; not essential for the present purposes. 

[15] Feynman's Lectures in Physics, vol. l Reading, MA; Addison-Wesley. 1963, 

1965. See Section 1. 5, point (7). Sections 8-2, 8-3, and 9-5 of Feynman's book 
-~ exemplify the classical argument for the derivative as a measure of speed or rate. 

[16] S. E. Flanders and M. E. Badgley, “Prey— predator interactions in self — balanced 
laboratory populations,” Hilgardia, vol. 35, pp. 145—183. See Section 2.2” 

[17] G. F. Gause, The Struggle for Existence. New York: Dover, 1971, 163 pp. Very 
desirable. This paperback is well worth the price. The book gives a number of 
graphs representing data. See Sections ].2, 1.5, 2.2, 3. 3. 

[18] —, “Experimental demonstration of Volterra’s periodic oscillations in the number of 
animals,” J. Experimental Biology, vol. 12, pp. 44-48, 1935. See Sec-tion 1. 2. 
This article has graphs of the same type as [17], but with experimentally controlled 
reproduction rates. 

[19] M. E. Gilpin and F. J. Ayala, “Global models of growth and competition,” prac. 
Nat. Acad. Sci. USA, vol. 70, pp. 3590-3593, 1973. See Section 3.2, Exercise 
1 and Section 3. 3, Remark 1. 

[20] M. E. Gilpin and K. E. Justice, “Reinterpretation of the invalidation of the principle 
of competitive exclusion, Nature, vol. 236, pp. 273-301, 1972. See Section 3. 3 
also Remark 1 therein. ” 

[21] N. S. Goel, S. C. Maitra, and E. W. Montroll, On the Volterra and Other Non- 
linear Models of Interacting Populations. New York; Academic, 1971, 145 pp. 
(Reprinted from Reviews of Modern Physics, vol. 43, pp. 231-276, 1971.) See 
Sections 1, 3, 2. 1 (Remark 6), and 4. Too advanced; also contains errors. 

[22] J. Gomatam, “A new model for interacting populations-I; Two-species systems.” 
Bulletin of Mathematicai Biology, vol. 36, pp. 347-353, 1974. See Section 2. 2, 
equations (15) and (16). 

[23] —, “A new model for interacting populations-I]; Principle of competitive exclusion ,” 
Bulletin of Mathematical Biology, vol. 36, (1974) pp. 355-364, 1974. See Sections 
3.2 (Exercise 1) and 3.3. 

[24] D. Greenspan, Arithmetic Applied Mathematics. Elsmford, NY; Pergamon, 1980. 
172 pp. See Section 1.6, Remark 1. Available in hardcover and softcover. 

[25] G. Hardin, *The competitive exclusion principle,” Science, vol. 131, pp. 1292- 
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1297, 1960. See Section 3. 3. 

[26] M. P. Haseell, The Dynamics of Arthropod Predator-Prey Systems. Princeton, NJ: 
Princeton Univ. Press, 1978, 237 pp. See Section 1. 3. 

[27] M. W. Hirsch and S, Smale, Differential Equations, Dynamical Systems, and Linear 
Algebra. New York: Academic. 1974, 358 pp. See Section 2.1, Discussion 
Question 3. . 

[28] C. S. Holling, “The functional response of invertebrate predators to prey density.” 
Memoirs Entomological Soc. of Canada, vol. 48, pp. 1-86, 1956. See Section 2. 
2 (after Exercise 5). This paper could, together with [69], form a basis of a student 
project concerming some details of model building. 

[29] c€. 5. Holling and S. Ewing, “Bling man's buff: Exploring the response space 
generated by realistic ecological simulation models,” in Sratistical Ecology, vol. 2, 
G. P. Patil etal. , Eds. University Park, PA: Pennsylvania State Univ. Press, 
1971. pp. 207-233. See Section 2.2, Discussion Question 2. 

[30] C. B. Huffaker, “Experimental studies on predation: Dispersion factors and predator- 
prey oscillations,” Hilgardia, vol. 27, pp. 343-383, 1958. Reprinted in Readings m 
Population and Community Ecology, W. E. Hazen, Ed. Philadelphia. PA: Saunders, 
1964. pp. 164-204. See Sections 1.5 (first paragraph), 2.2 (first paragraph), and 
2.3 (Remark 2), Huffaker describes extensive experiments, highlighting certain 
tensions between reality and certain models discussed in our chapter. Hazen’s book of 
readings has more papers of interest; it would be desirable to have this paperback 
available. Huffaker’s paper is also quoted by Leigh [38]. 

[31] W. Hurewicz, Lectures on Ordinary Dif ferential Equations. Cambridge, MA; M. 1. 
T. Press, 1964, 122 pp. (paperback). One of the titles mentioned at the end of 
Remark 5 in Section 2. 1 it would be very desirable to have one of these around, and 
the present one is an inexpensive paperback (beautiful, but a bit more abstract than 
Aggarwal). 

32} D. L. IRglehart, “Multivariate competition processes,” Ann. Math. Stat. , vol. 35, 
pp. 350-361. 1964; also see D. L. Iglehart, “Reversible competition processes,” Z. 
f. Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete, vol. 2, pp. 314-331.1964. See 
Section 1. 5 (second paragraph). The work on competition processes is not really in 
the stage of biological applicability yet. 

[33] G. J. Jacobs, Ed. , Proceedings of a Conference on Theoretical Biology (conference 
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[34] 


[35] 


[36 J 


[37] 


(38 ] 


[39] 


organized by the Amer. Inst. of Biol. Sci. under the sponsorship of NASA, 
Princeton, NJ, November 1963). “Scientific and Technical Information Division of 
NASA (Number NASA SP-104), 1966, 188 pp. See end of Section 2.1. 
S. Kakutani and L. Markus, “On the non-linear difference-differential equation y’ 
(t}= [A—By(t—r) Jy(t).” in Contributions to the Theory af Nonlinear Oscillations , 
vol. 4, S. Lefschetz, Ed. Princeton, NJ; Princeton Univ. Press, 1958. (This is 
Ann. of Math. Studies, vol. 41.) See Section 1. 5, Discussion Question 5. 
E, H. Kerner, Gibbs Ensemble; Biological Ensemble; the Application of Statis-tical 
Mechanics to Ecological, Neural, and Biological Networks. New York: Gordon and 
Breach, 1972, 167 pp. See Section 2. 1, Remark 6. This book consists of four 
reprinted articles with a lengthy (66 pp. ) and far from flawless in troduc-tion; the 
book will be too advanced for most of our readers. 

A. N. Kolmogorov, “Kacestvennoe izucenie matematiceskih modelei dinamiki 
populiacii” ( Qualitative investigation of mathematical models of population 
dynamics), Problemy Kibernetikt, vol. 25, pp. 101-106, 1972. See Section 2. 2, 
after Exercise 2. All that is needed for the questions on those pages is spelled out, 
so the original reference is not needed for teaching this material. 

L. Lapidus and J, H. Seinfeld, Numerical Solution of Ordinary Dif ferential 
Equations. New York; Academic, 1971, 299 pp. See Section 1.6, Exercise 3 ({). 
E. G. Leigh. Jr., “The ecological role of Volterra’s equations,” in Lectures on 
Mathematics in the Life Sciences, vol. 1, Proc. Symp. on Mathematical Biolog y- 
December 1966. Providence, RI; American Mathematical Society, 1968, 117 pp. 
See Section 1.4, last paragraph. The tables on pages 58-60 of that paper are of 
interest. However, upon comparing the numbers in these tables with the graphs 
from which E. G. Leigh took them, it becomes apparent that the accuracy of the 
process was low. So the reader would do better to look at these graphs and obtain 
these numbers, if he wants them. The graphs are to be found in Huffaker [ 30. 
figure 18], and in Macl-ulich [48 figures 16 and 17, pp. 109 and 110]. 

—, Adaptation and Diversity; Natural History and the Mathematics of Evoiution, 
San Francisco, CA; Freeman, Cooper and Company, 1971, 288 pp. See Section 2. 
3, Remark 2. Its Figure 7-5, is the same as (60, fig. 1]. What the figure does 
should rather be done by the students themselves, take a graph from Huffaker [30] 


and from these data construct the size of the horizontal and the vertical arrows and 
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their resultants. Thus one obtains a phase portrait. 

[40] P. H. Leslie, “A stochastic model for studying the properties of certain biological 
systems by numerical methods,” Biometrika, vol. 45, pp. 16-31, 1958. See Sec- 
tions 1.6 (Discussion Question 1) and 2. 2 (paragraph preceding Exercise 4 and in 
Discussion Question 5). See remark re Leslie and Gower [42]. 

[41] —. “A stochastic mode! for two competing species of Tribolium and its appli-cation 
to some experimental data, Biometrika, vol. 49, pp. 1-25, 1962. See Section 1. 5， 
second paragraph. See remark re Leslie and Gower [42]. ” 

[42] P. H. Leslie and J. C. Gower, “The properties of a stochastic model for the predator- 
prey type of interaction between two species,” Biometrika, vol. 47, pp. 219-234, 
1950. See Section 1.5 » second paragraph. The above two papers by Leslie and the 
present one are typical for a number of publications in that time from the Bureau of 
Animal Population in Oxford. 

[43] T. Y. LiandJ. A. Yorke, “Period three implies chaos,” Amer. Math. Monthly, 
vol. 82, pp. 985-992. 1975. See Section 1.6, end of first paragraph. 

[44] A. ]. Lotka, “Studies on the mode of growth of material aggregates,” American J. 
Science, 4th ser., vol, 24 Cwhole number 174), pp. 199-216, 1907, with an 
addendum on 375-376. See Section i. 2 (second paragraph). 

[45] —, Elements of Physical Biology, Baltimore, MD: Williams and Wilkins, 1925. 
Reprinted as Elements of Mathematical Biology. New York: Dover, 1956, 465 pp. 
See Sections 1.2 (second paragraph), and 2. 1 (first paragraph). Somewhat 
desirable, available as an inexpensive paperback. 

[46] R. H. MacArthur and J. H. Connell. The Biology of Populations, New York: 
Wiley, 1966, 200 pp. See Section 2. 2, first paragraph. Of this book, chapter 6 is 
closest to our present concerns. 

[47] R. H. MacArthur, Geographical Ecology; Patterns in the Distribution of Species, 
New York: Harper and Row, 1972, 269 pp. See Section 1. 3. 

[48] D. A. Maclulich, Fluctuations in the Numbers of the Varying Hare (Lepus amer- 
icanus), Biological Series, University of Toronto Studies, no. 43. Toronto, ON, 
Canada; Univ. of Toronto Press, 1973, 136 pp. See remarks regarding Leigh 
[38]. 

[49] M. Mamdani, The Myth of Population Control; Family, Caste, and Class in an 
Indian Vilage, New York: Monthly Review Press, 1972, 173 pp. See Appendix 
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C, remarks made regarding Discussion Question 1 in Section 1. 5. This book gives a 
detailed discussion of the cultural and economic barriers against birth control in a 
typical Indian village. 

[50] R. M. May, Stability and Complexity in Model Ecosystems, Princeton, NJ; 
Princeton Univ. Press, 1973, 235 pp. See Sections 1.3, 2. 2 (paragraph preceding 
Discussion Question 6), and 3. 1. Section 1. 3 gives a short description of the book. 
It is very desirable for the instructor to have it around. 

[51] —, “On the relationships among various types of population models.” The American 

Naturalist, vol. 107; pp. 46-57, 1973. See Section 1.6 Cend of first paragraph). 
52] J. M. Smith, Mathematical Ideas in Biology, New York; Cambridge Univ. Press, 
1968, 152 pp. See Section 1.3, where a short characterization is given. 

[53] —. Models in Ecology. New York; Cambridge Univ. Press, 1974, 146 pp. See 
Section 1. 3, where a short characterization is given. 

[54] D. B. Mertz, “The Tribolium model and the mathematics of populations growth.” 
Annual Review of Ecology and Systematics, vol. 3, pp. 51-78, 1972. See Seetions 
1.3, 1.5 Cend of second paragraph), and 3.2 (Remark 1). If this volume is in the 
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[55] J. Neyman. T. Park, and E. L. Scott, “Struggle for existence; the Tribolium model: 
Biological and statistical. aspects,” in Proc, 3rd Berkeley Symp. on Mathe-matical 
Statistics and Probability, vol. 4. Contributions to Biology and Problems af Health, 
Berkeley, CA: Univ. of California Press. 1956, pp. 41-79. See Sections 1.5 (end 
of second paragraph) and 3. 2 (Remark 1). Emphasis is on how the stochastic model 
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States since 1790 and its mathematical representation,” Proc. of the National 
Academy of Sciences, vol. 6, pp. 275-288, 1920. See Section 1.5, Discussion 
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[57] L A. Poletaev, “O mathmaticeskih modeliah elementarnyh processov v biogeo- 
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. 190, 1966, Izd. Nauka, Moskva, See Sections 2.2 (paragraph after Discussion 
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[58] Problemy Kibernetiki, an ongoing serial publication, A. A. Liapunov, Ed. , pub- 


lished in Moscow by Nauka, on any subject related to cybernetical problems. Volume 
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25 (1972), is especially heavy on population dynamics. It may be available in 
translation. See Section 2. 2, paragraph preceding Discussion Question 6. 

[59] G. E. Reuter, “Competition processes,” in Proc. 4th Berkeley Symp. on Mathe- 
matical Statistics and Probability, vol. 2, Probability Theory. Berkeley, CA; Univ. 
of California Press, 1961, pp. 421-430. See Section 1.5, second paragraph. The 
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[60] M. L. Rosenzweig, “Why the prey curve has a hump.” The American Naturalist, 
vol. 103, pp. 81—87, 1969. See Section 2.3, Remark 2. 
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Society of Population Ecology. c/o Entomological Laboratory, Kyoto Univer- sity, 
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oriented, this would be useful for a far more detailed course. 

[62] F. M. Stewart and B. R. Levin, “Partitioning of resources and the outcome of 
interspecific competition; A model and some general considerations,” T'he American 
Naturalist, vol. 107, pp. 171-198, 1973. See Section 3.3, second paragraph. 

[63] A. Tansley, “The use and abuse of vegetational concepts and terms,” Ecology, vol. 
16, pp. 284-307, 1935. See Section 1.1. 

[64] C. P. Tsokos and S. W. Hinkley, “A stochastic bivariate ecology model for competing 
species,” Mathematical Biosciences, vol. 16, pp. 191-208, 1973. See Section 1. 5, 
second paragraph. 

[65] M. B. Usher and M. H. Williamson, eds. , Ecological Stability, London; Chapman 
and Hall; New York: Wiley, 1974, 196 pp. See Section 1. 3. 

L66] H. R. van der Vaart, “A comparative investigation of certain difference equations and 
related differential equations: Implications for model-building,” Bulletin of 
Mathematical Biology, vol. 35, pp. 195-211, 1973. See Section 1.6. Essential if 
Section 1. 6 is used for a student project. 

{67} V. Volterra, “Variazioni e fluttuazioni del numero d'individui in specie animali 
conviventi,” Atti della R. Accademia Nazionale dei Lincei, Anno 324; Serie sesta, 
Memorie Della Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, vol. 2, pp. 31- 
113, 1927. See Sections 1. 2 and 2. 1 (Remark 1). This title is almost the same as 
the title of the article published by the R. Comitato Talassografico Italiano (see 


Section 1.2). There are no observational data in the present title, only 





190 


mathematical theory, 

[68] —, Theory of Functionais and of Integral and Integro— Dif ferential Equations, 
Blackie and Sons, 1929. (New York: Dover, 1959, [39] 十 xiv 十 226 pp.) See 
Section 1. 2, first paragraph. The separately numbered pages, [5] - [39]. contain 

“a good biography, written by E. Whittaker. See especially pp. [19] - [25], 
[32] - [33], and [36] - [39]. 

[69] K. E. F. Watt, “A mathematical model for the effect of densities of attacked and 
attacking species on the number attacked,” T'he Canadian Entomologist, vol. 91, 
pp. 129-144, 1959. See Section 2.2, paragraph preceding Discussion Question 6. 
See remark regarding [28]. 

[70] —, Ecology and Resource Management, A Qualitative Approach, New York, 
McGraw-Hill. 1968, 450 pp. See Section 2.2, paragraph preceding Discussion 
Question 6. 

[71] M. Williamson, “The Analysis of Biological Populations,” London; Amold: and 
New York; Crane and Russak, 1972, 180 pp. See Section 1.3, where a short 


characterization is given, 


附录 C 提示 及 答案 


这 一 章 中 的 一 些 练习 , 特别 是 讨论 题 , 对 读者 可 能 有 些 困难 ， 
希望 下 面 的 提示 及 答案 能 有 助 于 读者 解决 这 些 困难 ， 特 别 地 ， 这 
些 提示 对 初学 者 是 十 分 有 帮助 的 。 


1.5 节 


讨论 题 1 例如 , 对 于 人 口 问题 , 在 人 口 密度 相对 低 , 医疗 条 
件 较 落 后 时 期 所 形成 的 行为 方式 ， 意 识 观念 一 定 要 影响 现在 人 口 
的 增长 速度 。 因 此 家 庭 成 员 的 多 少 ， 人 口 增长 的 速度 实际 上 不 是 
由 现在 的 人 口 数量 所 决定 的 , 而 是 与 以 前 的 因素 相关 的 。 例 如 , 可 
参阅 Mamdani 的 专著 [49], 书 中 讨论 了 印度 人 口 控制 和 家 庭 规划 
所 遇 到 的 困难 。 学 生 或 指导 教师 ， 特 别 是 那些 具有 生物 青 景 的 该 
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者 可 以 举 出 更 多 的 例子 。 
”讨论 题 2 答案 : 不 依赖 于 变量 有 的 函数 9 Cr y) MY Cr, 
y). 
练习 2 证 明 这 道 题 可 有 三 种 不 同 的 方法 : (1) Gd) RA 
(Sc) 进行 验证 ; (2) Ar 除 方程 (5c) 两 边 ， 作 变量 替换 


= 1 
了 


便 可 得 到 关于 y 的 线性 方程 。(3) 用 /zx k-o) RUHE Go), 
再 用 部 分 分 式 方法 可 导出 : 
Cy), aD _ 
LLD  k—x() 
对 变量 [从 to 到 上 积分 。 方 法 (3) 是 最 微妙 的 一 种 解法 : 
[eee = |e]. 
并 且 还 需 考 虑 x (2) 不 取 零 值 以 保证 的 符号 不 变 从 而 可 化 去 
绝对 值 的 符号 。 
练习 3 建议 学 生 多 作出 几 条 曲线 : 在 0 二 xz<% 区 域 中 , 作出 
2~3 条 ; 在 z>& 和 xz<0 区 域 中 ， 作 出 1~2 条 。 
讨论 题 3 经 验 表 明 , 一 些 读者 能 迅速 地 理解 这 个 问题 , 而 一 
些 人 对 这 个 问题 则 很 费解 。 从 较为 直观 的 角度 来 说 ， 讨 论题 的 论 
点 是 每 一 个 四 维 空间 中 的 点 (for Zos rs k), HHP O<r, 0<k, 0 
<zo<， 确 定 一 个 形 如 〈5d) 式 的 不 同 的 函数 这 一 结论 是 不 正确 
的 。 从 严格 的 角度 来 说 ， 这 个 问题 可 作 如 下 解释 ， 证 明 四 维 空间 
os Los rs k) (其 中 O<r, O<k, O< <k) 和 形 如 (15d) KE 
辑 曲 线 的 集合 之 间 不 存在 着 一 一 对 应 。 更 确切 地 说 ， 三 维 空间 
(A, B, C) (其 中 0=4, 0<B, 0<C) 和 所 有 逻辑 曲线 的 集合 之 
间 存 在 着 一 一 对 应 ， 这 一 结论 可 以 通过 将 〈5d) 式 变换 为 


x(t) = 











_ Ai 
1+ Be“ 
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而 得 到 。 应 该 指出 ，zxs 和 单独 取 什 么 值 是 无 关 紧 要 的 ， 重 要 的 
| 
k 一 Tosto 
的 值 。 
讨论 题 4 关于 讨论 题 最 后 的 问题 , Verhulst 说 , 他 的 农业 论 
证 确实 导出 了 fo) 的 给 定形 式 的 表达 式 , 但 实际 上 不 完全 相同 。 
根据 Verhulst 假设 ， 开 始 时 ， 即 对 z<6 的 情况 ,z 是 按 指数 增长 
的 ， 直 到 某 一 时 刻 刀 有 z(t,) =b; 对 于 oo 的 情况 ,其 模型 为 ; 


= = [r ma — by]=r + mb— ma 


= m(k— z). 

这 里 mk=r+mb, x (t) 二 5b， 因此 Verhulst 问题 的 答案 曲线 包括 
了 两 个 部 分 ， 每 一 部 各 有 一 个 不 同 的 表达 式 。 

讨论 题 5 提出 这 个 人 口 模型 的 理由 是 : 在 人 口 问题 中 , 象 家 
庭 成 员 的 多 少 这 样 的 问题 都 是 由 传统 的 意识 观念 所 决定 的 参阅 
1.5 节 的 讨论 题 1 )， 比 如 说 ,这 种 超前 影响 是 r~100 SE, BRA 
程 中 的 因 式 一 x 应 取 时 刻 上 之 前 100 年 的 值 ， 在 这 里 一 xz 应 该 
是 一 个 能 反映 有 关 家 庭 成 员 多 少 这 一 观念 的 因 式 ， 并 且 这 一 观念 
应 该 是 在 r 年 前 人 口 数量 的 影响 下 而 形成 的 。 另 一 方面 ,现在 家 庭 
成 员 的 数量 和 现在 人 口 的 数量 应 该 是 成 正比 的 ， 或 者 至 少 地 ， 应 
该 是 与 上 面 假定 的 超前 影响 期 更 短 一 点 之 前 的 人 口 数量 成 正比 
的 。 KaKutani 和 Markus 在 文章 [34] 中 也 根据 同样 的 论证 提出 了 
这 个 模型 。 家 庭 之 大 小 与 其 说 是 依赖 于 传统 ， 不 如 说 是 依赖 于 父 
母 在 孩提 时 期 的 经 验 和 感觉 ， 而 大 量 的 人 们 之 孩提 时 代 只 是 一 个 
相对 来 说 较 短 的 年 代 。 因 此 对 于 这 样 一 个 人 日 问 题 ， 一 个 更 为 合 
理 的 模型 当然 应 该 是 : 


tE) = Fae — Dk — r — 7)]. 
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这 里 取 c= 20 年 或 25 年 。 对 于 方程 : 
#(t) = Tak — z — e] (a) 
和 方程 : o 
#@) = Fra — Tk — zlt — r)] (b) 


解 曲 线 的 确定 ， 如 果 只 给 定 z t), Ah Ca) 或 (5) 还 不 能 确 
定之 (to) 的 值 ， 所 以 要 求 出 之 (to) 还 必须 知道 在 [to 一 +， r] 中 
x(t) 的 值 。 假定 在 [4 一 +t, to) P, x G) 为 上 的 单调 增 函 数 ， 那 
么 对 相同 的 r AR, Ca) 的 解 曲线 要 比 钠 辑 方程 的 解 曲线 陡 一 些 。 
AE lot, te] 中 ,xz O 和 人 逻辑 方程 的 解 相 同 ， 那么 对 相同 的 
~ 和 &，(2) 的 解 曲线 可 由 逻辑 方程 的 解 曲 线 向 上 平 稀 x o) 一 x 
(to 一 +) 而 得 到 。 最 后 再 来 看 看 方程 la), Re O) =k, WA r 
=r) <k, Ht @) >o, AMERA! 之 后 ， 人 口 数量 仍然 在 
增加 , 并 且 直 到 时 刻 # 十 r 才 有 = 一 0. 在 此 后 的 一 小 段 时 间 内 有 
HO 0， 这 时 下降， 重复 这 个 过 程 ， 便 可 得 到 象 KaKutani 和 
Markus 的 文章 [34] 中 所 指出 的 x (2) 在 上 周围 上 下 的 摆动 ， 这 
种 现象 似乎 是 合理 的 。 对 方程 (5) 可 进行 同样 的 讨论 。 


2.1 节 
练习 1 只 需 取 Bl 和 BB, 使 pB, 二 gp 即 可 。 


练习 2 参阅 附录 A 中 的 4.1 和 A.2. 
练习 4 问题 是 要 证 明 不 存在 变换 r= 二 Bix,, y= prr 使 矩阵 


lta 

+q $ 

BEA IIT PFGE. EE PR PET FR TERE 0, 因此 若 变 
Hk r= pix y= Pox, 使 矩阵 


| 
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变 为 反对 称 矩 阵 ， 则 必 有 一 68,=0,， 一 58 一 0,， HF O>O, C>0, 
故 有 及 =0 且 8=0， 也 就 是 说 这 种 变换 是 不 存在 的 。 

练习 5 参阅 附录 4 中 的 4.1 和 4.2. 

练习 6 参阅 附录 4 中 的 4.4, 特 别 是 4. 4 中 最 后 的 例子 。 由 
线性 化 方法 不 会 产生 与 上 题 结 果 相 矛盾 的 结论 ， 相 反 地 ， 它 使 由 
等 向 线 一 一 方向 场 方法 得 到 的 某 些 结论 更 为 明确 。 

讨论 题 1 在 (10) 中 因为 非 零 项 太 多 , 我 们 不 能 消去 不 希望 
存在 的 那些 项 ， 从 而 不 能 达到 分 离 变量 的 目的 。 

讨论 题 2 由 (10) 式 知 , 比率 8/r 表示 系统 中 每 一 只 被 捕食 
动物 的 存在 对 被 捕食 动物 的 生存 环境 造成 了 多 大 的 不 利 因素 ， 而 
q/r: 则 表示 每 只 被 捕食 动物 对 捕食 动物 的 生存 环境 提供 了 多 大 的 
有 利 因素 。 模 型 10) 表明， 捕食 动物 和 被 捕食 动物 能 共同 生存 ， 
当 且 仅 当 : 每 只 被 捕食 动物 的 存在 对 于 被 捕食 动物 造成 的 不 利 因 
素 S/n 小 于 它 为 捕食 动物 提供 的 有 利 因素 9/r,; 相反 的 情况 ， 如 
R 8/m>9/r， 则 系统 中 被 捕食 动物 对 捕食 动物 提供 的 有 利 因素 
不 足以 维持 捕食 动物 不 趋 于 灭亡 。 这 种 解释 似乎 使 生物 学 家 感到 
满意 。 不 过 生物 学 家 还 可 能 提出 这 样 的 问题 ， 对 于 两 类 动物 共同 
生存 的 情况 , 为 什么 不 是 系数 。 起 影响 呢 ? 在 某 种 程度 上 ,& 确 是 
不 起 影响 ， 它 只 起 到 确定 平衡 点 处 捕食 动物 数量 的 作用 。 不 是 我 
不 知道 这 个 问题 的 现成 答案 ， 两 类 动物 共同 生存 的 情况 下 ， 对 于 
捕食 动物 来 说 ， 方 程 中 的 拥挤 项 影响 不 大 ， 而 对 于 被 捕食 动物 来 
说 则 相当 重要 ， 这 种 现象 确 是 有 点 奇怪 。 生 物 学 家 可 能 提出 的 另 
一 个 问题 是 ， 为 什么 要 考虑 4 相对 于 T2 的 比率 呢 ? 这 是 因为 r? 撒 
述 了 捕食 动物 需要 多 少 的 量 才 致 于 灭亡 。 

讨论 题 3 ”所 有 满足 =0 的 点 的 轨迹 应 该 是 通过 奇 点 的 水 
平 线 ， 所 有 满足 ?一 0 的 点 的 轨迹 应 该 是 ……? (见方 程 (7); 在 
图 中 两 者 都 不 是 这 种 情况 .) 
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2.2 


练习 1 任何 与 这 垂直 等 向 线 相 交 的 轨 线 ， 交 点 便 是 轨 线 所 
能 达到 的 最 左 端的 点 ， 此 后 ， 被 捕食 动物 的 数量 便 不 再 减少 。 因 
此 ， 如 果 垂 直 等 向 线 与 了 轴 的 距离 足够 远 ， 那么 被 捕食 动物 便 不 
会 绝迹 。 

练习 2 与 练习 1 类 似 ， 被 捕食 动物 不 会 趋 于 十 co. 

练习 3 明显 地 ， 使 〈10) 不 同 于 aD 的 项 是 y，【《… 一 
Sy). 它 与 Kolmogorov“ 捕 食 动 物 的 行为 是 彼此 独立 的 ”这 一 假设 
FE (参阅 这 个 练习 后 半 部 分 的 假设 D. 

讨论 题 ] 如 果 k Cz) =0 ARS, 那么 水 平等 向 线 就 是 z HH 
O=0 MEER 15. 我 们 还 知道 , 所 有 奇 点 必定 落 在 水 平等 向 
E. 在 所 有 Kolmogorov 的 相 图 中 , 不 属于 坐标 轴 的 奇 点 只 有 一 
个 ， 因 此 坐标 轴 外 的 轨 线 上 有 水 平 切 向 的 点 必定 落 在 过 该 奇 点 的 
ZAE, Kolmogorov 的 相 图 中 大 多 数 都 没有 这 个 性 质 。 

讨论 题 2 y 轴 是 垂直 等 向 线 当 且 仅 当 工 (0) =0. 

讨论 题 3 k (1) 是 系统 中 没有 捕食 动物 时 被 捕食 动物 的 相 
对 增长 率 , (zx) 是 单调 减 函数 的 假设 表示 了 即使 没有 捕食 动物 ， 
被 捕食 动物 也 不 会 无 限制 增长 的 事实 ， 因 而 这 个 假设 是 合理 的 
《可 能 对 非常 小 时 例外 )， 至 于 当天 非常 大 时 , (x) 是 否 应 取 
负 值 ， 这 是 另外 的 事情 。 关 于 和 (x) AL (zx) 的 假设 ， 除了 工 
(0) >O 的 情况 外 , 与 我 们 在 前 面 的 讨论 是 一 致 的 ; 对 于 忆 (0) > 
0 的 情况 , 这 一 不 等 式 意味 着 只 要 有 捕食 动物 存在 , 即使 是 在 被 捕 
食 动物 的 数量 为 零 的 情况 下 ， 被 捕食 动物 的 数量 仍 要 下 降 ， 这 一 
点 是 很 不 合理 的 (不 存在 人 口 小 于 零 的 情况 )。 这 一 问题 可 参阅 
2. 2 节 讨 论题 3 的 最 后 一 段 。 下 面 再 来 考虑 图 4. 5 与 垂直 等 向 线 
是 否 一 致 的 问题 。 方 程 的 垂直 等 向 线 为 ， 
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_ k Cr) . 
Y= LG) 
HR, (x) ESL. AA k (x) MPF LEA (zx) = 0 的 根 ro 小 的 


k 
所 有 = 都 有 及 Cx) 0, 因此 对 于 zx<zo, HEE y= GOS + r, 使 


过 点 (z，y) 的 轨 线 在 G, y) 有 垂直 切线 。 可 以 看 出 ， 图 4.5 中 
有 几 个 相 图 都 没有 这 个 性 质 〈 因 而 是 错误 的 )。 对 于 这 些 相 图 还 有 
其 它 的 几 个 错误 ， 例 如 ， 图 4. 5 中 的 第 二 个 相 图 中 奇 点 的 位 置 是 
不 合理 的 : FA (A, 0 必 在 垂直 等 向 线 上 ， 因 此 有 : k (A) ， 
A—L (A) +0=k (A) - A=0, MAA (A) =0， 从 而 对 一 切 
I>A, MHA k Cc) <0; 另 一 方面 ， Fa B, OC) 也 应 在 垂直 等 
mat, KEk (B) + B—L (B) +C=0. WHT B>A, C>0, 
BREA ki (B) <0, MIT k (B) + B—L (B) + C<0 (矛盾 1 X 
种 论证 给 出 了 一 种 检验 相 图 是 否 合理 的 方法 ， 我 们 把 其 它 的 问题 
留 给 读者 自己 去 讨论 。 读 者 应 注意 到 其 中 一 些 问题 的 讨论 需要 使 
用 附录 4 A 4 节 所 介绍 的 线性 化 方法 。 

练习 4 方程 在 y 轴 上 没有 定义 。 因 此 虽然 原点 附近 的 轨 线 
分 布 看 起 来 似乎 原点 是 一 个 鞍点 ， 但 是 我 们 也 不 能 把 鞍点 的 判断 
准则 应 用 于 原点 。( 也 即 原 点 不 是 奇 点 ) 设 p= 二 《pi1，pz) 是 第 一 
象限 内 的 一 个 奇 点 “证 明 这 个 奇 点 存在 1!)， 那 么 可 证 明 : 

| 一 ap, 一 bp, | 
Df(p) = 2 ,—2 -1 
dsp,p, 一 PrP, 

因此 可 有 有: 矩阵 DS M 的 两 个 特征 值 的 积 大 于 零 ， 两 个 特征 值 
的 和 小 于 等 ， 从 而 特征 值 有 小 于 零 的 实 部 〈 请 证 明 !)， 所 以 奇 点 
p 是 一 个 稳定 节点 或 者 是 一 个 稳定 焦点 ,; 由 此 可 知 , 这 个 模型 也 不 
是 完全 不 同 于 (10) 的 。 


2.3 节 


练习 1 四 个 答案 分 别 是 零 ， 零 ， 大 于 零 ， 小 于 零 。 





x 
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练习 2 至 少 有 一 个 鞍点 和 一 个 稳定 或 不 稳定 焦点 。 

讨论 题 1 对 垂直 等 向 线 上 任 一 点 (zx，y) 有 : ¢@ WF 
0 《除非 Cr, y) 也 在 水 平等 向 线 上 )， 也 即 y Co, y) DOR Y 
(r, y) <0. HY G@, ») 的 连续 性 ， 所 以 对 充分 靠近 (x， 
DV 的 点 Gy) Ad Oy) 与 (xz，y) AS, 这 里 “充分 
靠近 ”的 意思 是 a, y) A Ce, y) 在 水 平等 向 线 的 同一 侧 。 若 
p a, y) >0, My>0 且 垂直 箭 号 的 方向 朝 上 ; AY, y) 
<0, Wy<0 且 垂 直 箭 号 的 方向 朝 下 。 对 于 水 平 箭 号 可 进行 同样 
的 讨论 。 根据 上 面 的 分 析 ， 读 者 便 可 以 解释 图 4. 9 中 箭 号 的 意思 
T. 

讨论 题 2 图 4.9 中 左边 的 两 种 可 能 情况 似乎 允许 两 种 动物 
的 数量 无 限制 地 增长 ， 这 一 点 是 不 符合 生物 实际 的 ， 即 使 是 昆虫 
的 繁殖 ， 也 不 可 能 是 无 限制 地 增长 的 。 


3.2 节 


练习 1 方法 是 使 两 条 等 向 线 (水 平等 向 线 和 垂直 等 向 线 ) 的 
图 象 为 凸 的 , 即 水 平等 向 线 和 垂直 等 向 线 的 方程 中 ,> 可 表 为 x 的 
CAR: BA x 可 表 为 y 的 凸 函数 。 
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第 5 章 


ER: 症 原 忠 的 虫口 动力 学 模型 


Helen Marcus— Roberts” , Fred S. Roberts** 


Dll 


1 4 


TERE EB ARE RRR, TEER. PRA 
亚洲 的 一 些 地 方 ,这 种 疾病 仍然 是 影响 人 们 健康 的 一 个 重要 问题 。 
在 这 一 章 中 ， 根 据 症 疾 在 被 传染 的 人 体 或 哺乳 动物 体内 名 个 不 辣 
的 发 展 阶段 的 情况 ， 提 出 了 一 系列 的 数学 模型 来 描述 这 种 疾病 的 

我 们 从 一 个 非常 简单 的 模型 人 手 ， 通 过 实验 数据 和 预测 结果 
的 比较 , 逐步 深入 假设 并 修改 模型 .在 提出 了 第 四 个 模型 之 后 , 我 
们 将 看 到 在 建立 模型 的 时 候 有 必要 考虑 不 确定 的 因素 ， 因 而 在 前 
四 个 模型 的 基础 上 , 考虑 了 随机 因素 , 提出 了 另外 四 个 数学 模型 。 

应 该 指出 ， 即 使 是 这 些 模型 中 最 复杂 的 一 个 也 是 不 可 能 真实 
地 描述 这 种 疾病 的 传染 过 程 的 ， 但 是 这 些 模型 将 使 读者 知道 应 该 


+ Department of Mathemtics and Computer Science. Montclair State College, Upper 
Montcair, NJ07043. 
** Deparment of Mathematics. Rutgers University, New Brunswick, NJ08903. 
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增加 什么 复杂 的 假设 才能 得 到 符合 实际 的 模型 。 
在 下 一 节 ， 作 为 建 模 讨论 的 背景 知识 ， 我 们 将 简要 地 介绍 一 
下 症 疾 病 的 传染 过 程 。 


2 Æ K 


症 疾 这 种 疾病 是 由 蚊子 传播 的 ， 带 有 症 原 虫 的 蚊子 外 了 人 或 
者 动物 , 人 或 动物 便 染 上 了 这 种 疾病 , 症 原 虫 首先 进入 肝脏 细胞 ， 
然后 便 迅 速 繁殖 ， 当 到 达 一 定数 量 时 ， 肝 脏 细 胞 便 胀 裂 ， 症 原虫 
随 之 进入 了 血液 ， 并 且 每 一 个 症 原 虫 寄生 于 一 个 红细胞 中 ， 寄 生 
在 红细胞 中 的 症 原 虫 将 继续 在 红细胞 中 繁殖 ， 使 红细胞 胀 裂 ， 继 
之 又 将 更 多 的 症 原 虫 释 放 和 人 血液 之 中 , 并 在 新 的 红细胞 中 繁殖 。 这 
种 红细胞 胀 发 并 释放 出 将 原虫 的 过 程 是 周期 性 的 ， 根 据 不 同 种 类 
RERE. 每 一 周期 的 时 间 大 约 需要 48 一 72 小 时 。 红细胞 的 胀 烈 
使 人 体 产生 了 过 敏 反 应 ， 这 种 过 敏 反应 导致 了 突 发 性 的 发 热 、 发 


3， 第 一 个 模型 


由 于 红细胞 胀 裂 并 将 症 原 虫 释放 入 血液 这 个 过 程 是 周期 性 往 
复 的 ， 因 而 可 以 用 一 代 一 代 繁 衍 的 观点 来 考虑 其 繁衍 规律 ， 我 们 
把 最 初 进 入 红细胞 的 定 原 虫 称 为 第 0 代 ， 第 0 代 症 原虫 释放 出 来 
的 并 且 进 入 新 的 红细胞 的 症 原 虫 称 为 第 1 代 ， 第 1 代 又 产生 了 第 
2 代 ， 依 此 类 推 。 

设 z 表示 第 代 症 原虫 所 寄生 的 红细胞 的 数量 , 为 了 简单 起 
见 ， 我 们 假定 每 一 个 被 疤 原 虫 寄生 的 红细胞 都 释放 出 个 新 的 症 
原虫 。 当然 的 大 小 是 由 症 原虫 的 种 类 所 决定 的 ,但 是 不 管 是 什么 
种 类 都 有 有 之 1. 
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这 个 简单 的 模型 能 作出 什么 预测 呢 ? 如 果 第 = 代 被 寄生 的 红 
细胞 的 数量 为 x， 并 且 每 一 个 红细胞 释放 出 来 的 上 个 新 的 疙 原虫 
都 进入 新 的 红细胞 , 那么 第 (x 十 1) 代 便 有 kz, 个 红细胞 被 疙 原虫 
所 寄生 ， 从 而 有 : 

Zapi = kz 
由 此 可 有 : 
Za = RZ, 


表 1 每 隔 48 小 时 取出 的 10* 个 样本 中 被 寄生 的 红细胞 的 数量 ， 


r (Ht k=10) 





* 数据 取 自 Hawking 的 (个 人 通讯 )。 

这 里 z 是 从 肝 骨 细 胞 释放 出 来 的 症 原 虫 的 数量 。 因 为 £1， 
所 以 由 这 个 模型 便 可 预测 到 ， 被 寄生 的 红细胞 的 数量 是 按 指数 规 
ERKA CTH z= zk" 的 图 像 与 y==ak* 的 图 像 进行 对 比 )。 但 实 
际 上 疙 原虫 是 不 是 按 这 个 规律 繁殖 的 呢 ? 表 1 中 的 第 二 列 是 在 一 
次 上 典型 的 准 原 虫 传染 过 程 中 , 每 隔 48 小 时 从 血液 中 取出 的 104 个 
红细胞 中 被 省 原 虫 寄生 的 红细胞 的 数量 〈 这 些 数据 取 自 Hawking 
(个 人 通讯 ))。 图 5. 1 在 直角 坐标 系 中 描 出 了 这 些 点 。 由 图 5.1 可 
以 看 出 , n 不 是 持续 增长 的 ， 其 发 展 过 程 是 上 升 、 下 降 、 上 升 、 下 
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降 …… 这 样 交替 变化 的 。 下 面 我 们 来 修改 这 个 模型 。( 图 5. 2 表明 
了 更 详细 的 观测 数据 .) 


10/24 10/26 10/28 10/30 1171 11/3 11/5 11/7 11⁄9 
日 期 


图 5.1 


4. 第 二 个 模型 : 考虑 生存 率 的 情况 


在 第 一 个 模型 中 ， 我 们 假定 由 红细胞 释放 出 来 的 症 原虫 都 在 
血液 中 生存 下 来 ， 这 从 生物 学 的 角度 来 考虑 是 不 太 合理 的 。 因 而 
我 们 在 建立 数学 模型 的 时 候 必 须 考 虑 生存 率 的 问题 ， 为 了 简单 起 
见 ， 设 生存 率 是 不 变 的 ， 记 为 ”， 即 从 红细胞 中 释放 出 来 的 疙 原虫 
以 > 的 比率 生存 下 来 并 进入 新 的 红细胞 。 在 建 模 中 引进 生存 率 可 
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以 得 到 什么 结果 呢 ? 由 于 最 初 被 寄生 的 红细胞 的 数量 为 2。， 由 zo 
个 红细胞 可 产生 zo CARRERE, 又 因为 生存 率 为 r+， 故 第 一 代 
被 寄生 的 红细胞 的 数量 为 : 
zy = rlkz,) = (rk)zo 
同样 道理 ， 可 有 : 
zt! = (rk)z, 


由 此 可 得 : 


z, = (rk)"z, 


_ 表 2 在 破裂 的 红细胞 周 国 痉 原虫 的 数量 ， 








* 数据 取 自 Taliaferro 和 Taliaferro 的 文章 [5]. 

由 这 个 模型 可 知 : 当 rR 1 时 , 第 n 代 痉 原虫 的 数量 将 以 指数 
规律 增长 ; Berk 时 , 则 以 指数 规律 减少 ; 4 rk=1 时 , 则 其 数 
量 保 持 不 变 。 但 是 这 几 种 情况 都 不 能 解释 图 5. 1 所 出 现 的 那 种 波 
动 现象 ， 在 下 面 我 们 将 继续 修改 这 个 模型 。 


> 看 一 看 观测 数据 


现在 回 过 头 来 分 析 一 下 Hawking 的 观测 数据 ( 表 1 所 示 ), 候 
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设 每 一 个 红细胞 释放 出 来 的 症 原 虫 的 数量 为 常数 上 ， 并 且 在 第 二 
个 模型 中 所 作 的 假设 仍 成 立 ， 根 据 第 二 个 模型 ， 如 果 能 估 测 出 &， 
那么 便 能 计算 出 生存 率 。 例如, 设 ti 一 10， 我 们 来 计算 ME z 
是 第 代 被 寄生 的 红细胞 的 数量 , 那么 根据 第 二 个 模型 , +: 应 该 
等 于 (rk) za Fi rk 等 于 Znti/ Fas 故 


r= tl 
kz, 


表 1 中 给 出 了 以 的 值 以 及 三 10 itr 的 值 , 由 表 1 可 知 , 在 11/7 
和 11/9 之 间 -的 值 为 0.012， 在 11/3 和 11/5 之 间 r 的 值 则 为 
0. 139, 由 此 可 知 , 生 存 率 r 的 值 在 症 原虫 的 繁殖 过 程 中 是 变化 的 。 
当然 这 些 讨论 是 基于 假设 4=10 进行 的 ,我 们 假设 * 取 值 为 10, 这 
是 不 是 合理 的 呢 ? | 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 再 来 看 一 看 由 Taliaferro 和 
Taliaferro 在 文章 [5] 中 给 出 的 观察 数据 ,在 [5] P, 他们 给 出 
了 上 的 估 测 值 .他 们 给 一 种 恒 河 狭 注射 了 症 疾 疫苗 ,然后 每 隔 二 天 
取出 血液 样本 并 计算 在 破裂 的 红细胞 周围 首 原虫 的 数量 ， 其 结果 
如 表 2 所 示 ， 表 中 第 二 列 是 平均 值 ， 第 三 列 是 标准 差 。 由 这 些 数 
据 可 知 ,的 值 是 变化 的 。 因此, 在 第 一 和 第 二 个 模型 中 , 我 们 对 
k 是 不 变 常数 的 假设 显然 是 过 于 简单 化 了 。 另外 , 在 此 假设 之 下 计 
算 > 的 值 显然 也 是 不 合理 的 。 

由 此 看 来 ,我 们 必须 考虑 模型 中 上 和 > 的 值 变化 的 情况 。 FE 
我 们 将 逐一 加 以 讨论 。 


6. 第 三 个 模型 : 生存 率 变化 的 情况 
先 假定 每 一 个 被 症 原 中 寄生 的 红细胞 所 产生 的 症 原虫 的 数量 


是 不 变 的 ， 而 进入 新 的 红细胞 并 生存 下 来 的 症 原 虫 的 比率 " 则 
是 变化 的 ， 特 别 地 ,假定 生存 率 r 只 与 代数 上 AR. B x 是 最 初 
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W FEAR a ASHE 0 代 释 放出 来 的 症 原 虫 的 数 
E, WA: 
表 3 Frz=1000, 2=10, r, MAKE O. 6 Fo 0. 01, 
由 第 三 个 模型 计算 出 来 的 z 和 zm 的 值 


n Zn Zint DOM Tatl 
0 1000 10, 000 0.6 
1 6000 60, 000 0. 01 
2 600 6, 000 0.6 
3 3600 36, 000 0.01 
4 360 3, 600 0.6 
5 2160 21, 600 | 0.01 
6 216 2, 160 0.6 
7 1296 12, 960 0.01 
8 129. 6 1, 296 0.6 
9 777.6 7+ 776 0. 01 
10 77. 76 777.6 0. 6 
il 466. 56 4, 665.6 0.91 
12 46. 66 466. 6 0.6 
13 279. 936 2., 799. 36 = 0.0] 
l4 27. 994 
Zim = kzo 


假设 这 些 疙 原虫 的 生存 率 为 一 , Hr RSRRARK. 用 = 表示 第 
一 代 被 寄生 的 红细胞 的 数量 ， 则 有 : 
之 ] 一 FR 
= (rik)zo 
同样 地 , 第 一 代 被 寄生 的 红细胞 胀 裂 而 释放 出 zz 个 疙 原虫 , 对 这 
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zzm 个 症 原 虫 ， 设 其 生存 率 为 rœ Hore 只 依赖 于 当时 的 条 件 ， 用 >: 
表示 第 二 代 被 寄生 的 红细胞 的 数量 。 
同样 地 ， 对 于 第 n 代 ， FRAT ET a RE NX Zn Lam AN Fas 由 此 可 


有 
之 Di = Zp (1) 

FA: 

Zati = Patt nt1)M (2) 
由 (1) 和 (2) 可 得 ， 

Zayi = (frp (3) 
递 推 可 有 : 

Zn = Fr rk zo (4) 


Pah — Th AR BF. i z= 1000, k= 10,7, 反复 取 0. 6 
和 0. 01 两 个 值 , Hri=0.6, 那么 对 于 不 同 的 4, 我们 便 可 计算 出 
z 和 zm 的 值 ( 如 青 3 所 示 ) 并 作出 其 图 像 (如 图 5. 3)， 由 图 像 可 
以 看 出 ， 新 模型 已 经 反映 了 波动 的 现象 。 


7. 第 四 个 模型 ， 再 生 数 变化 的 情况 
在 第 三 个 模型 的 基础 上 ， 再 来 考虑 再 生 数 《依赖 于 代数 的 


情况 。 我 们 只 需 修 改 一 下 模型 中 的 再 生 数 就 可 以 得 到 第 四 个 模型 
T. Rikt. O 式 可 改 为 : 


Zt mM 一 Ran (5) 
(2) 式 不 变 ，(3) 式 改 为 : 
ny 一 《到 2， (6) 


实际 上 ，(5》 式 也 是 相当 简单 化 的 ， 实 验 事实 告诉 我 们 ， 即 
使 是 在 同一 代 中 ， 寄 生 于 不 同 的 红细胞 中 的 症 原 忠 的 再 生 率 也 是 
不 同 的 。 因 些 ， 考 虑 每 一 个 被 寄生 的 红细胞 中 将 原 皇 的 再 生 率 各 
各 不 同 的 情况 ， 将 会 是 更 符合 实际 的 。 但 是 这 样 一 来 ， 如 果 不 应 
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用 概率 的 方法 来 研究 ， 问 题 就 会 变 得 相当 复杂 。 下 面 我 们 就 用 概 
率 方法 来 进行 讨论 。 不 打算 读 下 一 部 分 内 容 的 读者 要 意识 到 ， 到 
目前 为 止 ,我 们 所 提出 的 模型 都 只 考虑 了 非常 简单 化 了 的 情况 . 另 
外 一 些 简单 的 假设 将 在 12 节 中 提出 来 ， 建 议 大 家 都 读 一 读 。 


8， 第 一 个 概率 模型 


为 了 了 解 怎 样 用 概率 方法 来 处 理 我 们 所 讨论 的 问题 ,我 们 先 
来 考虑 一 种 非常 简单 的 情况 , 这 种 情况 同样 不 考虑 某 些 痉 原 虫 不 
能 生存 的 事实 。 

考虑 某 一 个 寄生 在 一 个 红细胞 中 的 症 原虫 , 设 它 能 生成 个 
后 高 的 概率 为 p,k=0,1,2,… ,我 们 还 假定 寄生 于 不 同 红细胞 中 
的 症 原 虫 的 繁殖 是 独立 的 ,并 且 它 们 都 具有 同样 的 概率 分 布 。 用 
zj 表示 第 代 中 第 j 个 被 症 原虫 寄生 的 红细胞 所 生成 的 首 原 贝 
的 数量 ,z 表示 第 ” 代 被 症 原虫 所 寄生 的 红细胞 的 数量 , 则 有 ; 


at. 一 Tay + ene + aa + Xn = DE (7) 


BD zni Je Zn 个 独立 同 分 布 随机 变量 的 和 ,这 个 模型 称 为 分 枝 过 程 。 
不 熟悉 分 枝 过 程 及 其 应 用 的 读者 可 以 参阅 Karlin 和 Taylor 的 专 
著 L3] ,Cox 和 Miller 的 专著 [1] ,或 者 是 Harris 的 专著 [21. 
根据 这 个 分 枝 过 程 模 型 ,应 用 概率 母 兄 数 的 性 质 便 可 以 对 半 
原虫 的 传染 过 程 作 出 预测 。 在 这 里 假定 读者 对 概率 母 函 数 的 内 容 
是 熟悉 的 ,关于 这 个 内 容 的 简要 介绍 可 参阅 Marcus Robert 的 [4] 
或 Karlin 和 Taylor 的 专著 [3j. 下 - 面 列 出 我 们 将 要 用 到 的 概率 母 
函数 的 几 个 性 质 : 设 5Cs) 是 随机 变量 z 的 概率 母 西数 , 则 有 
S41) 一 1 (8) 
El) = g' (1) (9) 
Varla) = g") + g'o) — [g'o F (10) 
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设 /是 独立 同 分 布 随机 变量 x, G=1,2, 0-2.) BY ABE BF R 
数 , 则 有 : 
f(s) = >) pas! 


同样 设 SO BRA z, 的 概率 母 函数 。 
为 了 讨论 方便 , 设 %==1, 因 为 第 一 代 的 症 原虫 是 由 第 0 代 的 
症 原 虫 生成 的 ,而 第 0 代 的 症 原 虫 数 量 为 1, 故 有 


FG) = f(s) (11) 
一 般 地 ,由 概率 母 防 数 的 性 质 有 : 
Fri Gs) = f,Cf(s)) n=1,2,-, (12) 


(推导 过 程 请 参阅 Karlin 和 Taylor[ 3,pp. 394~ 395 |. ) 
下 面 来 计算 第 代 被 症 原 虫 所 寄生 的 红细胞 数量 = 的 期 望 
(i EC). 由 (12) 式 对 s 求 性 ,并 取 s= 二 1 可 得 ; 
fi @D =f LADINO =f Oram, 
在 这 里 我 们 应 用 了 (8) 式 , 即 SCL) = 1. 同样 地 ,可 有 : 
Faaa D = LF, OFF = FDLF a) ). 
递 推 可 得 : 
fy QD) = Ff LFA) 
AAP =f) ,所 以 有 : 
f yD 一 [CD 
即 是 : 
F SAF 
HFS O=f DSE), W EQ) = RITE: 
E(z,) = 4i 
如 果 > 1, BRAS n 代 被 症 原 虫 所 寄生 的 红细胞 的 数学 期 望 是 以 
指数 规律 增长 的 ,这 与 前 面 提 出 的 第 一 个 模型 是 类 似 的 。 如 果 x 过 
1, 那 么 期 望 值 是 以 指数 规律 趋 于 0 的 ,这 种 情况 与 前 面 提 出 的 第 
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二 个 模型 是 一 致 的 .在 前 面 我 们 已 经 提 到 , 症 原虫 的 数量 变化 是 波 
动 的 ,而 这 里 提 到 的 这 两 种 情况 都 没有 反映 这 种 波动 的 性 质 ， 

应 该 指出 ,对 这 个 模型 以 及 后 面 将 要 提出 的 概率 模型 ,我 们 不 
仪 可 以 计算 出 其 数学 期 望 ,而 且 还 可 以 计算 出 其 方差 .下 面 我 们 米 
计算 这 个 模型 的 方差 。( 练 习 13 要 求 读 者 给 出 详细 的 证 明 ) 。 
因为 : 

OD =P OLFOP + fara), 
由 (10) 式 ,并 记 o=—Var(z,). H: | 
F'DD = à — u + gè, 


所 以 有 : 
Fa = #f") 十 (Co p+ pp. 
由 递 推 关 系 可 得 ; 
FOD 一 (人 一 六 十 MI)LAr 十 pr 十 … fe], 
再 由 (10) 式 ; 


Var(z,)= Co? — p H pe) wer? ph ove fe pe H a — Cp") 
一 os[ pen? + per-3 + cee 十 wt]. 


HALA : 
Var(z,) = op a 
若 4 三 1, 则 有 : 
Var(z,) = no’, 
因而 有 : 
2 a1 — 1 
vaco = | A 一 1 we | 
no? =] 
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9. 第 二 个 概率 模型 考虑 生存 概率 的 情况 


在 前 一 个 模型 的 基础 上 ,我 们 再 来 考虑 在 症 原虫 的 繁殖 过 程 
中 ,有 一 部 分 症 原 虫 不 能 生存 的 情况 。 为 了 讨论 方便 ,在 下 面 我 们 
同样 假定 % 二 1, 并 且 还 假定 红细胞 胀 裂 后 释放 出 来 的 症 原 虫 能 够 
进入 新 的 红细胞 而 继续 生存 下 来 的 概率 为 x. 我 们 仍 使 用 随机 变 
量 zx,; 和 概率 母 函 数 f(s) 和 f(s) 这 些 记号 ,由 于 考虑 了 生存 概率 
的 问题 ,所 以 我 们 不 能 再 应 用 (7) 式 。 由 前 面 的 讨论 , 我 们 仍 有 : 


Fis) = fs). 

读者 可 以 证 明 下 式 成 立 (练习 17): 
fanals) = frf) +t], 
这 里 
E 一 ] 一 + 
与 前 面 的 推导 一 样 ,我 们 有 : 
fo DE Ff FO) + rf 1) 
= f [rt+elrf'() 
= f(Drf a). 


由 此 递 推 关系 可 得 : 
户 M=f Orrayy 
= FME] 
= rP T", 
Bp: 
Fay GQ) = re, 
tH BD: 


Elz) =f, = roy = op, 


(13) 
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这 里 
“w= Elz). 
方差 的 计算 我 们 留 作 练习 (练习 14). 
这 个 模型 和 第 一 个 概率 模型 是 类 似 的 ,不 过 在 这 里 第 代 被 
症 原虫 所 寄生 的 红细胞 的 数学 期 望 是 依赖 于 ry, 而 不 仅仅 是 4. 这 
个 模型 也 与 前 面 提出 的 第 二 个 模型 x, = Crk)" 29 是 类 似 的 ,其 细微 
的 差别 只 是 在 这 里 (z,) 是 由 (zi) 来 表示 而 不 是 由 z 来 表示 的 。 


10. 第 三 个 概率 模型 :生存 概率 变化 的 情况 


在 第 二 个 概率 模型 的 基础 上 ,再 来 考虑 生存 概率 7 依赖 于 代 
Bn 的 情况 , 记 第 4 代 的 生存 概率 为 .与 前 面 的 模型 一 样 ,我 们 
仍 有 : . 

fie) = fos), 
而 (13) 式 则 修改 为 : | 
Fari C) = fir FG) +t], (14) 

RE t.=1—r,. WF EC) Ml Yar(z,) 的 计算 ,我 们 留 作 练习 (练习 
15). 


11. 第 四 个 概率 模型 :再 生 概率 变化 的 情况 


在 前 面 提出 的 第 四 个 模型 中 ,我 们 考虑 了 再 生 数 上 依赖 于 代 
Rin MR AES n 代 症 原 忠 的 再 生 数 记 为 ,下面 我 们 再 来 
考 碟 一 个 姜 原 虫 能 生成 下 个 后 裔 的 概率 随 着 代数 ”而 变化 的 情 
况 . 在 这 里 我 们 不 考虑 生存 率 的 问题 ,我 们 把 这 个 问题 留 给 读者 自 
己 去 考虑 。 设 g.(s) 是 第 (x 一 1) 代 中 一 个 症 原 虫 生成 的 后 闪 个 数 的 
概率 母 函数 , 则 有 : 

fiC) = g1(s) (15) 
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Frais) = fl gna CS. (16) 


fy A= fF Lg) le (1) 
= f g'a) 
在 这 里 我 们 应 用 了 grt+1(1)=1 ,这 一 结论 对 任何 概率 母 函 数 都 是 
上 成立 的 。 由 弟 推 关系 可 有 : 
f = F Dg Dg Geg (1) 
= g Dg 01)8 aeg CD. 
记 =g a), WE. 
Elz,) = Hp Aas 
读者 可 以 把 这 个 结论 与 前 面 提出 的 第 四 个 模型 的 结果 作 一 比较 
(参看 练习 6). 


12. 问题 讨论 


对 于 寄生 于 人 体 或 哺乳 动物 体内 的 症 原 虫 的 虫口 动力 学 间 
题 ,我 们 已 经 提出 了 四 个 确定 性 模型 和 对 应 的 四 个 随机 性 模型 。 实 
际 上 ,如 使 是 每 一 组 中 最 复杂 的 模型 对 于 实际 问题 的 描述 也 是 过 
于 简单 化 了 的 。 下 面 我 们 特别 提出 几 种 前 面 没 有 考虑 的 情况 。 

(1) 进 入 红细胞 的 症 原 虫 中 有 一 部 分 没有 存活 到 生育 后 疹 的 
情况 。 

《2) 儿 次 感染 开始 于 不 同时 刻 的 情况 ,也 即 这 些 周期 过 程 可 能 
在 同时 进行 ,但 彼此 之 间 有 一 个 延 滞 因子 的 情况 。 

(3) 症 原虫 的 再 生 繁 殖 实 际 上 是 从 肝脏 细胞 开始 的 。 

(4) 洗 原虫 从 肝脏 释放 入 血液 的 时 间 是 变化 的 。 

《5) 由 一 个 受 感染 的 红细胞 释放 出 来 的 后 裔 中 有 一 部 分 没有 
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HARV A BRASH MART TRB RID RT 
PARER E Tg Oe C4 ET Sd AY oh IER ERA T RE 
动物 )。 


这 些 情况 可 以 用 分 校 过 程 的 理论 来 处 理 , 在 这 里 就 不 加 以 讨 


论 了 ,其 中 有 一 些 情况 作为 练习 留 给 读者 自己 去 解决 。 


i 


= 


ww 


on 


>J 


. 在 第 一 个 模型 中 , 设 zo 二 1; 对 ,4 二 0,1,2,…,10, 分 别 


(a)k=2 
(b)k=4 
{c)k=8 
三 种 情况 ,作为 = 的 图 像 。 讨 论 上 以 倍数 增加 时 ,= 图 像 的 变化 趋势 


- 在 第 一 个 模型 中 , 设 zo 二 1000, 对 n,n 二 0,1,"… ,10, 分 别 


(a)h= 方 
(b= 


两 种 情况 ,作为 二 的 图 像 。 讨论 A> 1 ARI 两 种 情况 所 对 应 的 z; 的 图 像 的 差 
别 。 


， 在 第 二 个 模型 中 , 设 0 二 1, 对 于 1 二 0,1,2,"… ,10, 分 别 


Ca)& 一 10 和 r 二 0.5 
Cb)k==10 A r=0. 001 
两 种 情况 ,分 别 作出 六 的 图 像 , 并 讨论 其 对 应 的 图 像 的 差别 ， 


， 在 第 三 个 模型 中 ,分别 下 面 四 种 情况 ,对 ”= 0,1,2,…,15, 列 表 然 后 作出 z 的 


图 像 。 

(a)zo= 1000, 4= 10.7, 反复 取 0.6 和 0,5 两 个 值 ,并 取 r1==0.6. 
(b)zo=1000,k=10,r, 反复 取 0.6 和 0.05 两 个 值 , 并 取 -一 0. 6. 
(c)zo= 109, 2=10.ry 反复 取 0.08 和 0.05 两 个 值 ,并 取 = 一 0. 08. 
Cd)zo=1000,k=10,r, 按 硕 序 反复 取 OO. 6,0.01,0.4 =P FHA ri=0 6. 


:在 第 四 个 模型 中 ,* Ar 都 是 依赖 于 代数 的。 考虑 下 面 问题 : 


(a) 如 果 zx+1 的 观测 值 大 于 Zn BPA rntlkn 的 大 小 如 何 ? 
Cb) 如 果 =+1 的 观测 值 小 于 zn YE? 
Co) fe 1 中 倒数 第 二 列 可 以 作为 mr 的 近似 值 。 试 由 这 些 数 据 推断 x++ 是 否 
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cor] 


将 大 于 cn FRR 1 中 的 第 二 列 的 数据 或 图 5.2 来 验证 你 的 结论 。 


. 在 第 四 个 模型 中 , 试 推导 用 zi 表示 z; 的 公式 。 
7. 在 第 下 个 模型 中 ,对 于 ,任意 取 定 参数 r 和 名 , 求 出 对 应 的 zx, 然后 观察 对 于 


rn 和 如 的 不 同 选择 mw 的 变化 趋势 。 


8. 对 第 三 个 模型 ,推导 用 zo 表示 zw 的 公式 。 
在 我 们 所 讨论 的 模型 中 ,我 们 没有 考虑 患 症 疾病 的 动物 再 次 被 传染 的 情况 。 假 


心 


10, 


1 


1 


— 


w bo 


设 第 二 次 传染 开始 于 第 一 次 传染 后 的 某 一 代 , 并 且 我 们 考虑 的 是 第 二 个 模型 的 

情况 , 记 4=& 必 表示 第 一 次 传染 中 ,每 一 个 症 原虫 所 产生 的 后 癣 的 数量 ,7 二 +， 

表示 其 生存 率 ; 同样 用 4 一 &2,r 一 "2 分 别 表 示 第 二 次 传染 中 的 再 生 数 和 生存 

率 。 考 虑 下 面 问题 

(aR mnp M zn 的 关系 表达 式 。 

(b) HES FA ze 表示 zx 的 公式 。 

(c) 对 于 各 种 可 能 的 参数 组 合 ,讨论 mm 图 像 的 性 质 。 

Cd) 我 们 提出 -一 个 新 模型 的 时 候 , 必须 考 虑 需要 作出 佑 测 的 参数 是 否 可 以 由 观 
测 数据 来 进行 估 测 。 在 这 里 ,参数 上 D ,8 ,rD ,rt 是 否 可 由 观测 数据 来 估 
测 ? 讨论 可 能 出 现 的 困难 。 

在 我 们 的 症 疾 模型 中 ,我 们 没有 考虑 由 一 个 受 感 染 的 红细胞 释放 出 来 的 后 裔 

中 有 一 些 没 有 进入 新 的 红细胞 ,而 是 被 叮 了 已 受 感染 动物 的 蚊子 消耗 掉 的 情 

Oh. 考虑 在 前 四 个 模型 中 , 怎样 引入 这 一 情况 。 


. 设 记 是 一 次 实验 成 功 的 概率 ,一 bl(%;n,p) 是 nn 重 贝 努 里 试验 中 次 成 功 的 概 


率 。 

(a) 对 第 一 个 概 率 模型 , 求 EE(z,); 
(b) 对 第 一 个 概率 模型 , 求 Var(z,); 
tc) 对 第 二 个 概率 模型 , 求 ECan) 


Basel E k= O.t C 为 泊 松 分 布 ), 重 做 练习 11. 
. 对 第 一 个 概率 模型 ， 


Ca) 证 明 : DOS DEL DOPA DOD; 

(b> HERA : #1) = C t pa LTH y y 

Co) TERA ; Var Cen) = Co? — pH pe?) (p22 pet 3p e te peT H pt Ce)? 
(DE AL ,证 明 (17) 式 可 化 简 为 : 


Var(z,) = otmi = 1) ; 





(e) 设 py 一 1, 证 明 (17) 式 可 化 简 为 ; 
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Var(z,) = no? 
i4. 对 第 二 个 概率 模型 ， 
(a) 推导 Var(z,) 的 表达 式 ; 
(hb) 对 二 项 分 布 的 情况 (练习 11), 求 Var(zn)3 
Co) 对 泊 松 分 布 的 情况 (练习 12), 求 Varlen). 
15. 对 第 三 个 概率 模型 ， 
Ca) 推导 Elz0) 的 表达 式 ，; 
(6) HES Yar(z,;) 的 表达 式 ; 
(c) 对 二 项 分 布 的 情况 (练习 11), 求 Eln); 
(d) 对 泊 松 分 布 的 情况 (练习 12), 求 Eln); 
Le) 对 二 项 分 布 的 情况 , 求 Varlen); 
(DD 对 油 松 分 布 的 情况 , 求 Varlen). 
16. 对 第 四 个 概率 模型 , 求 Var(zm+1) 和 Yar(zm) 的 关系 表达 式 。 
17. 推导 (13? 式 ， 提 示 : 因 为 生存 规律 服从 二 项 分 布 , 故 可 以 证 明 存 活 后 裔 数量 的 
FAHA r f(s) +2. 


S$ = x 献 
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教师 参考 


预备 知识 ”这 一 章 提出 了 症 原 虫 在 哺乳 动物 体内 繁殖 的 八 个 
虫口 动力 学 模型 .前 四 个 模型 属 确定 性 模型 ,由 简单 到 复杂 逐渐 深 
人 讨论 ,这 四 个 模型 可 以 独立 成 为 一 个 体系 。 后 四 个 模型 属 概率 模 
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型 ,其 讨论 方法 与 前 四 个 模型 类 似 。 

学 习 本 章 的 前 半 部 分 需要 具备 数列 和 有 关 指 数 增长 的 知识 。 
后 半 部 分 需要 有 关 概 率 母 函数 的 知识 ,对 于 这 一 部 分 的 内 容 ,虽然 
不 要 求学 生 已 经 具备 了 分 枝 过 程 的 知识 ,但 是 先 涉 猫 一 下 分 枝 过 
程 理论 对 学 好 这 一 部 分 内 容 是 有 帮助 的 。 这 一 章 还 可 以 与 分 枝 过 
程 结合 起 来 一 起 学 习 。 

本 章 的 前 半 部 分 可 作为 离散 数学 的 课程 ,也 可 作为 已 具备 了 
数列 和 y = ok? 图 像 知 识 、 或 者 是 已 学 习 了 一 学 期 积分 学 的 文科 学 
生 的 数学 课程 。 第 二 部 分 可 作为 概率 论 的 课程 。 这 两 部 分 都 可 以 
作为 模型 论 的 课程 。 

时 间 第 一 部 分 的 内 容 最 多 需要 一 个 学 时 ,或 者 只 是 作为 阅 
读 作业 来 处 理 。 根 据 教师 增补 的 分 枝 过 程 的 内 容 而 定 ,学 完 本 章 大 
约 需 要 2 一 3 个 学 时 。 





第 6 章 
MacDonald % F $ E RU H HE 


Donald Ludwig, * Benjamin D. Haytak** 


1. 5j 


寄生 虫 感染 是 最 重要 的 世界 性 卫生 问题 之 一 ,在 这 类 疾病 中 ， 
症 疾 居于 首位 ,其 次 是 血吸虫 病 和 其 它 蠕 忠 感染。 这些 疾病 流行 于 
大 部 分 热带 和 亚热带 地 区 ,其 影响 是 相当 严重 的 ,致使 有 些 地 区 变 
RAM. BRAK AMR BREET KEW CHE ARR 
果 是 令 人 失望 的 。George MacDonald 在 文 L3】 ”中 解释 了 失败 的 
原因 ,并 提出 改进 控制 措施 的 一 些 建 议 ， 

MacDonald 的 结果 是 借助 于 一 个 数学 模型 推导 出 来 的 。 这 一 
数学 模型 描述 的 是 寄生 蛆 . 人 寄主 、 副 寄主 (钉螺 ) 之 间 的 极为 复杂 
的 相互 作用 关系 。MacDonald 经 模型 分 析 得 到 的 结论 网 L3j 的 
501 一 502 页 。 他 的 基本 结论 是 ,控制 工作 除非 极其 彻底 ,否则 就 无 
其 效果 。 一 旦 控制 工作 达到 某 种 水 平 , 即 达 到 “临界 点 ”, 那 么 传染 


Dilf 


* Department of Mathematics. University of British Columbia. Vancouver. BC. Cana- 
da V6T1W5S. 


** Department of Mathematics. Allegheny College, Meadviue. PA16335. 
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程度 就 会 急速 下 降 , 从 而 疾病 就 可 在 几 年 内 根除 ,但 在 达到 临界 点 
之 前 ,效果 只 能 甚 微 。 

寄生 群体 在 临界 点 处 的 急速 训 减 是 由 于 蠕虫 感染 所 具有 的 奇 
蜡 特性 :寄生 虫 要 繁殖 , 雄 蛆 和 上 肉 蛆 就 必须 在 人 寄主 体内 交配 。 当 
每 人 所 载 姐 的 平均 数量 减少 时 ,上 肉 蛆 能 找到 雄 蛆 交配 的 机 会 也 减 
少 。 因 此 ,一 旦 每 人 所 载 蛆 的 平均 数 很 小 时 ,寄生 群体 就 大 幅度 前 
减 。 

尽管 MacDonald 雄辩 地 阐明 需要 数学 模型 ,而且 模 型 导出 的 
结论 也 切合 实际 ,但 他 并 没有 给 出 用 以 导出 结论 的 所 有 方程 。 另 
外 ,他 也 没有 利用 这 样 一 个 事实 :他 的 有 些 结论 可 用 Bessel pai Bc HA 
确 表 示 。 下 面 的 讨论 可 作为 MacDonald 模型 的 数学 概貌 及 其 求解 
的 入 门 性 介绍 ,其 目的 是 让 那些 具有 数学 背景 知识 的 读者 更 易于 
阅读 。 


2 血吸虫 病 模 型 


血吸虫 的 生命 历程 是 很 复杂 的 。 雄 蛆 和 峻 蛆 得 在 人 寄主 体内 
交配 .之 后 , 雌 蛆 产 卵 ,其 中 有 些 随 数 便 排出 ,其 余 进 入 体内 各 个 器 
官 引 起 疾病 。 如 卵 接触 到 淡水 ,就 孵 出 一 种 称 为 毛 蚁 的 幼虫 。 为 完 
成 这 一 循环 , 毛 蚁 必须 刺 人 钉螺 体内 。 一 旦 某 钉 螺 受 到 这 样 的 感 
$, PELLESAPATHKROH PHARM. SEM 
无 束 地 游 动 着 ,伺机 刺 信 人 的 皮肤 ,完成 这 一 循环 。 

我 们 主要 感 兴 趣 的 量 是 每 个 人 的 感染 蛆 的 平均 数 ( 记 为 m) 
和 受 感染 的 钉螺 数 ( 记 为 1) .我 们 先 考虑 I 关于 时 间 的 变化 .假定 
受 感染 钉螺 的 相对 死亡 率 为 常数 , 记 为 6, 而 且 钉 螺 受 感染 的 速度 
与 健康 钉螺 数 成 比例 , 则 了 满足 方程 


=~ 1+ Clm)S I). a) 
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这 里 $ 表示 钉螺 的 总 数 ,CCm) 是 感染 率 , 它 依赖 于 每 人 体内 已 交 
配 成 对 的 蛆 的 平均 数 PCm). 由 于 产 出 的 卵 数 (从 而 尾 蚁 数 ) 与 
Plm) 成 比例 , 故 可 得 
Cn) = Pm)B. (2) 
其 中 是 是 与 由 无关 的 因子 。 为 简单 计 ,我 们 还 假定 S 为 常数 。 
作 类 似 讨 论 可 以 得 到 关于 m 变化 率 的 方程 
dm rm + AX (3) 
这 里 ~ 表示 人 寄主 体内 蛆 的 死亡 率 , 因 子 4 与 每 个 受 感染 钉螺 产 
生 的 尾 蚁 数 有 关 。 
支配 感染 过 程 的 基本 方程 就 是 (1) 和 (3) 。 为 简化 分 析 RINE 
意 人 体内 蛆 的 寿命 大 约 为 三 年 ,所 以 m 的 变化 非常 缓慢 。 因 此 ,我 
们 先 把 方程 (1) 中 的 CCm) 看 成 是 常数 。 记 了 ' 为 满足 dr/d 一 0 的 
点 , 则 
:一 a8. (4) 
当 1<1* 时 ,dl1/di>0, 从 而 I 单调 上 上升。 同样, 当 I>7* 时 ,1 单调 
FE AEK ton. 这 也 可 由 求 出 (1) 的 精确 解 来 验 
证 。MacDonald 假定 , 当 m 作为 上 的 函数 变化 很 缓慢 时 ,7 就 与 7 
很 接近 (这 一 假定 在 附录 里 讨论 ) 。 因 此 ,我 们 可 以 将 (1) 代 之 以 如 
下 的 近似 公式 


I 


TI _ _ BPO) (5) 
AN S BP(m) +6 | 
这 一 关系 与 MacDonald 论文 中 的 表达 式 (12) 是 一 样 的 (把 6 看 成 
他 的 一 logP ,把 P(m) BR ma), 
将 (5) 代 和 人 (C3), 我 们 得 到 


dm _ ABP (m) 
到 一 一 二 十 BEBO 十 (6) 


将 
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3. Poisson 概率 分 布 


为 进一步 讨论 ,我 们 必须 求 得 PGm) 的 表达 式 , 为 此 必须 知道 
一 点 蛆 的 概率 分 布 情况 。 我 们 把 蛆 的 群体 看 成 是 空间 中 很 大 的 一 
个 “区 域 ”, 并 对 蛆 在 这 个 区 域 里 的 分 布 情况 作 如 下 假定 。 

(1) 一 个 区 域 里 蛆 的 个 数 与 任何 与 之 不 交合 的 区 域 里 蛆 的 个 
WICK. 

《2 大 小 相同 的 两 上 区 域 ,其 上 盟 数 的 概率 分 布 相 同 。 这 里 区 
域 的 大 小 是 指 其 长 度 ,面积 或 体积 , 依 区 域 的 外 形 特征 而 定 。 我 们 
假定 区 域 的 大 小 是 用 实 变 量 来 度量 的 。 

3) 如 果 区 域 很 小 , 则 该 区 域 里 恰好 只 有 一 个 姐 的 概率 近似 于 
与 该 区 域 的 大 小 成 比例 。 

(4) 如 果 区 域 很 小 , 则 该 区 域 里 有 多 于 一 个 蛆 的 概率 与 只 有 一 
MARRE EA 2 ANT 

用 pCO RARAAN A t BY OA n 个 蛆 的 概率 。 按 假设 2 这 
一 记号 是 有 意义 的 。 现 将 假设 3 和 4 更 精确 地 叙述 为 :” 

3:P,\(h) = Ah +O WFA, 
4: >) Ph) = OCA). 


k=2 


PARK 如 (很 容易 得 到 。 我 们 这 样 来 求 : 先 由 假设 1， 
Po + h) = Palt) Paih) 9 
再 由 假设 4 及 概率 分 布 的 定义 ,得 
Ph) = 1—~— àh + OCA), 
于 是 
Pot +h) — Pot) — — MPC) + OCA) 
h E h 


* olh) RRM Elim (hy /h = 0 WÄ th). 





取 h—>O 时 的 极限 ,得 到 
P' y(t) =— AP, Ct). (7) 
因为 蛆 总 是 要 占 距 着 一 定 的 物理 空间 ,所 以 在 一 个 大 小 为 零 
的 区 域 里 有 一 个 或 多 个 蛆 的 概率 为 零 。 因 此 po(0) 必 为 1, 故 
PG) = ee ™*, 
K p,(?) 的 办 法 完全 一 样 。 同 样 由 假设 我 们 得 到 
P.t + h) =P,@ P(A) + POP A) 
+ P,Q) PA + oo + polt) pC) 
=p, (t) po Ch) + P(t) ph) + OA), 


因此 
PW= lim ESTR Pa) 
h—> 0 
= į 一 Àhp, Ct) + àhp, i) + 0@) 
= im 一 一 一 一 


六 -> 0 h 
= Ap, Ct) + Ap,_1(t), 1 一 2， (8) 
逐次 求解 微分 方程 (8) (在 条 件 “p.(0) 二 0,n 宇 1” 之 下 ) 得 到 


-u CAt)" 
nl 


pa tt) =e ， N=1,2,3,°° (9) 


练 习 
1. 说 明 方 程 (977 和 (8) 的 推导 过 程 中 每 一 步 的 理由 并 验证 公式 (9) 的 确 是 解 。 
2. 证 明 Dy Pal?) = 1. 为 什么 可 期 望 得 到 这 一 结果 ? 


选择 适当 的 尺度 为 单位 ,使 得 普通 人 的 大 小 为 1, 再 用 Pn ARRAPA n 
个 蛆 的 概率 , 则 pe = PCL =e A/a! ,这 一 概率 分 布 称 为 poisson 分 布 。 
3. 证 明 : 若 Dame 各 /n! 则 每 人 所 感染 的 蛆 数 之 期 户 值 为 X 


4. Pom hit 


FV SA Ja BR BE E h Se Be A BAE A FR ATT Be EH 
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条 数 的 期 望 值 都 是 m/2, 而 且 雄 肉 寄 生 虫 条 数 是 两 个 独立 的 随机 
变量 ,都 服从 poisson 分 布 , 则 


PIA p KEKI = ew”? BY” (10) 


POR a 条 肉 的 ] = re L)" an 


P.A p RR 9 条 肉 的 ] =e" phl) aD 


为 简单 计 , 假 定 配对 只 要 有 可 能 就 肯定 出 现 。 换 言 之 ,如 果 有 之 条 
雄 寄 生 虫 和 9 条 雌 寄 生 虫 , 则 所 配对 数 为 min(z,9). 所 以 已 配对 
的 寄生 虫 数 为 2min(p， q). 因此 从 (12) 得 到 | 


Pum) = Dp 2min(p,qg)e™” a(S) (13) 


显然 ,由 (13) 有 
P(m) ~ ZE ,对 于 较 小 的 M, (13)! 


这 是 因为 除了 p= 二 1,4=1 那 一 项 外 ,其 它 项 都 次 数 更 高 ,对 于 较 大 
Him RNT AESA KEE poisson 分 布 ,而 且 可 以 证 明 P On) 
近似 等 于 m. 我 们 不 准备 详细 证 明 这 些 论断 ,而 仅 用 已 知 函数 来 估 
计 和 式 (13). 下 面 的 计算 以 leyton 的 [12] 与 Nasell 和 Hirsch 的 
[4] 为 基础 。 g 

BART RIB)» RPA RH EW E A i ARIER ME E 
对 角 线 p=g 十 ! RA Hp AR. WEERA an) , 则 这 些 对 角 
线 如 下 图 所 示 
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ay; aiz ay; ai 
I 1 ay an Na ~ a24 a 
i=2 a ayy ay ay ™ 
ay Se ee ~ 


作为 准备 ,我 们 先 对 原 分 布 (12) 沿 对 角 线 求 和 ,对 于 /一 0, 定 义 


1 m 9 十 9 十 ! 
Lim) = 2 TEDE 4 


可 证 1.Gn) 就 是 推广 了 的 bessel AACN, Abromowitz 和 stegun 的 
[11:375 页 )。 这 就 带 来 了 很 大 的 便利 ,因为 这 些 铺 数 已 被 研究 过 ， 
而 且 数 值 已 制 成 表格 。 考 虑 到 分 布 的 对 称 性 ,我 们 可 令 三 :一 到 对 
所 有 的 对 角 线 求 和 , 得 到 等 式 ( 见 [1],376 页 ,等 式 9. 6. 37) 


e™ 5) Ln) = 1 (15) 


f= 二 DO 


这 表明 (可 用 通常 的 办 法 对 (12) 求 和 来 验证 ) 所 有 可 能 性 的 概率 加 
起 来 等 于 1. 
BE 4 为 (13) 式 对 应 矩阵 的 一 条 对 角 线 上 的 和 , 则 当 过 0 时 ， 


-oars) a 
考虑 到 013) 的 对 称 性 ,可 令 A= Ay. 由 (137 和 (16) ,得 
P(m) = 2e-" 5 A. (17) 
另 一 方面 ,比较 (14) 和 (16) 可 知 ， 150 时 有 
A= titi Gn). (18) 
因此 (17) 可 以 重新 写成 


Pem) = me-"( YL + S17) (19) 
l=2 


t=1 
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于 是 由 (15) ,得 

P(m) 一 ml ~ ealn) + 1,(m))] (20) 
括 ' 号 里 的 因子 表示 成 对 寄生 虫 所 占 的 比例 。MacDonald 将 这 个 量 
用 a 表示 ,并 将 其 列 在 负 表 的 第 二 例 。[1] 的 377 页 等 式 9.7.1 
的 渐 近 展开 表明 当 m 很 大 时 ， 


PO) ~ 1— 2] (21) 


HX m=10, MEWA Pn) /m0. 748. 对 于 更 大 的 mE 
程度 更 高 。 对 于 较 小 的 m 值 , 表 中 数据 表明 PCm)/m 的 确 与 m/2 
很 接近 。 


练 y 


4. 验证 等 式 (14) 一 (20). 
5. 方程 (6) 的 分 析 。 


我 们 先 找平 衡 解 ,即使 得 dim /de=0 的 解 。 用 记号 a(n) Hm 
PGn)/m(MacDonald 的 a), HEG) 中 令 dm/dt=0,48 


ABma(m)  _ 
— rm + BmaGo 于 一 0. (22) 


TPR m=0 是 一 个 解 ,为 找 出 其 它 解 ,把 (22) 改 写 为 下 面 的 形 
式 较 为 有 利 : 


am = aR i 


?=a(z) 的 图 像 可 由 [1 中 375 m e™I Cm) Me "1, Cm) ARS 
造 出 来 。 由 (13 7) 知 该 曲线 在 原点 处 的 斜率 为 1/2, 而 由 (21) 可 见 ， 
CUBR y=] 为 渐 近 线 。 另 外 ,y=r6/(45 一 mpBr) 的 图 像 是 一 支 
双 曲 线 ,(23) 的 解 即 为 图 6. 1 所 示 的 交点 。 

注意 ,对 于 与 图 6. 1 的 曲线 相对 应 的 参数 4,8,r,6,(22) 有 两 
PER: WA mA m. 这 样 ,我 们 就 找到 了 (6) 的 三 个 平衡 解 : 


(23) 
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FE (6) KE 
dm {_m__ -7 
dt mBa + ê AB — mBr] ’ 

BAR, 4 m>m* Ht ,dm/dt <0; 4 m<m<m* tfs dm/dt>0. 所 以 
m’ 是 稳定 的 。 又 车 m 是 (6) 的 任 一 解 , 满 足 mnm, W4 t> +00 
i} 672 (t)—>m*. 车 O0<m<im,, Wl] dm/dt <0, H m—0. 可 见 m, 就 是 
所 谓 的 临界 点 。 如 果 一 项 治疗 计划 能 把 m 降低 到 小 于 ms ,那么 感 
染 就 会 慢 慢 消失 。 在 相反 的 情况 下 感染 水 平 又 会 上 升 到 mm. 

如 果 一 项 全 面 的 计划 目标 是 控制 并 根除 感染 ,那么 加 和 所 有 
的 参数 A,8,r 和 6 都 将 受到 影响 。ms Film’ A, Br 的 关系 是 
MacDonald 论文 的 核心 。 从 图 6. 2, 我 们 对 这 些 关系 可 获得 定性 的 
了 解 。 

卫生 条 件 的 改善 可 使 8 变 小 ,这 又 使 双 曲 线 上 移 , 从 而 使 ww 
右 移 。 在 4/r 处 的 牌 直 渐 近 线 不 受 B 的 影 啊 , 因 而 8 的 较 大 变动 
仅 引 起 m" 相对 较 小 的 变化 。 致 力 于 医疗 措施 有 几 个 方面 的 效果 : 
第 一 ,降低 m; 第 二 , 增 大 蛆 的 死 之 率 r. 这 时 ,垂直 渐 近 线 左 移 , 截 
距 r6/4B 上 升 ,其 结果 是 降低 了 m' , 增 大 了 me 发 动人 员 灭 钉螺 
可 使 4 变 小 5 变 大 ,所 以 也 有 类 似 的 效果 。 

理想 的 情况 是 这 样 修改 参数 ,使 得 双 曲 线 与 atm) 根 本 不 相交 
《图 6. 2)。 在 这 种 情况 下 ,唯一 的 稳定 解 是 mm 三 0, 且 每 个 解 都 趋 于 
0. 





| (AB — mBr)\ a 


在 上 述 介绍 的 基础 上 ,请 读者 去 阅读 MacDonald 的 原文 。 对 
这 个 问题 更 为 详尽 .更 为 完整 的 数学 推导 包含 在 Nasell 和 Hirsch 
的 论文 [4 中 。 
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附录 : 另 一 个 模型 


方程 (6) 是 MacDonald 模型 的 基础 ,在 推导 这 一 方程 时 ,他 作 
了 这 样 的 假定 :由 于 m 随时 间 的 变化 非常 缓 惕 , 故 了 始终 位 于 平 
衡 值 1 附近 ( 见 MacDonald 论文 193—194 页 或 本 章 第 2 节 )。 但 
是 ,如 果 把 灭 杀 钉螺 看 成 是 一 种 主要 的 控制 手段 ,那么 这 一 假设 看 
来 就 有 点 令 人 怀疑 了 .因此 ,我 们 希望 方程 (1) 和 (C3) 能 提供 一 个 更 
ARERR. FR RNB). 3) 所 成 方程 组 的 相 图 。 从 定 
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性 的 角度 将 会 看 到 ,我 们 也 可 得 到 类 似 于 MacDonald 的 结论 ,但 
m 和 了 之 间 的 相互 依赖 变 得 更 加 明显 了 。 


所 考虑 的 方程 为 
dE =— aI + BPOS — I) (1) 
om 二 一 ym 十 41. ， (3) 


我 们 先 注意 到 , 24 OT = BP(m) (S— 1) I= BP Gm) /(BP(m) 
十 9) 时 ,d7/d: 一 0. 这 条 曲线 已 画 在 图 6. 3, 标 记 为 “. 由 于 对 大 m 
A Pnom ie 以 直线 1 二 5 为 渐 近 线 。 对 于 较 小 的 me 近似 于 
抛物 线 I= Bm*S/26. 在 c 的 上 方 ,d1/dt 为 负 ; 在 c 的 下 方 ,dl/di 
WIE. 

RE. 29 T= (S/A)rm 时 ,dm/dt=0. 这 条 直线 用 工 标 出 。 在 工 
的 上 方 ,dm/dz 为 正 ;在 工 的 下 方 ,dm/di Hil. 0,6,56, 三 个 交点 都 
是 平衡 解 。 

现在 考虑 区 域 7 内 从 某 点 Q, 出 发 的 轨 线 。 因 为 d1/dt 和 dm/ 
di 均 为 负 , 故 这 一 轨 线 必然 走向 原点 。 另 外 , 它 与 直线 LAHR c 
都 不 会 相交 (为 什么 ?) ,因此 必然 留 在 区 域 I 里 并 向 0 点 靠近 。 同 
RE, *. 区 域 工 内 某 处 出 发 的 轨 线 必然 走向 ez 

从 @ 这 样 的 点 出 发 的 轨 线 必然 移 向 右 下 方 直至 与 (垂直) 
相交 。 一 旦 进入 区 域 1 ,其 走向 就 与 上 面 所 述 的 一 样 ,向 0 挺进 。 


练 SJ 


. 完成 上 面 的 分 析 , 并 说 明 其 相 图 确 是 图 6. 3 所 面 的 那样 。 再 证 明 0,es 两 点 都 是 
渐 近 稳定 的 ,而 e 却 不 稳定 。 

. 讨论 相 图 会 怎样 随 着 参数 4,8,r,8 AS 的 变化 而 变化 。 注 意 5 的 变化 也 影响 
到 | A. 

. 讨论 这 些 结果 与 MacDonald 的 结果 的 异同 之 处 。 


on 


cm 


-3 
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皇家 热带 医学 和 卫生 学 会 学 报 ,第 59 卷 ,第 5 期 ,1965 年 9 月 
蠕虫 感染 的 动力 学 
一 一 兼 论 韦 吸 虫 病 
George MacDonald 


Ross 热带 卫生 研究 所 主任 、 伦 部 热带 医学 与 卫生 学 校 热带 卫生 教授 


医学 上 所 有 有 意义 的 蠕虫 都 是 双 性 的 ,这 是 蠕虫 与 差不多 所 有 其 它 类 型 
感染 物 的 不 同 之 处 。 细 蓝 、 病 毒 和 原生 动物 感染 从 少量 的 源头 开始 ,由 于 侧 乏 
针对 它们 的 免疫 力 ,进行 繁殖 要 根 对 容易 ,但 当 繁殖 得 较为 普遍 时 ,其 生长 就 
受到 限制 。 然 而 , 蜗 虫 的 经 历 在 某 种 程度 上 却 与 之 相反 :蠕虫 较 少 时 ,两 性 相 
交 的 机 会 要 少 得 多 ,从 而 限制 了 从 少量 源头 开始 的 倍增 。 虽 然 这 种 情况 使 得 
蠕虫 感染 的 动力 学 必须 作 某 种 程度 的 修正 ,而 且 文 献 中 确 有 许多 这 方面 的 论 
述 ,但 修正 的 真正 实质 似乎 尚未 得 到 研究 ， 本 文 的 主要 目的 就 在 于 此 ， 

但 是 ,这 并 非 蠕 虫 感染 不 同 于 其 它 感染 的 唯 -一 的 原则 上 的 不 同 之 处 。 许 
多 蠕虫 感染 对 免疫 作用 的 反应 较 弱 ;重复 感染 不 仅 可 能 ,而 且 是 一 般 的 准则 ; 
多 次 感染 大 量 出 现 ,而 且 寄 主 的 传染 性 与 它 所 受 的 多 次 感染 的 程度 有 关 , 从 
而 因 寄 主 、 时 间 而 异 , 变 化 幅度 较 大 。 实 际 上 ,这 里 感染 度 的 单位 是 所 载 寄生 
虫 的 数量 ;而 在 大 多 数 其 它 类 型 的 感染 中 ,单位 是 受 感染 的 寄主 数量 .这 一 情 
况 对 感染 的 动力 学 必然 有 重要 的 影响 ,但 看 来 也 没有 得 到 充分 的 研究 。 

需要 考虑 的 其 它 特性 有 :大 多 数 蠕虫 并 不 在 将 椎 动物 寄主 里 繁殖 完毕 ， 
而 需要 有 一 个 额外 的 环境 。 当 这 一 额外 环境 是 活 寄主 , 比如 钉螺 或 蚊子 时 , 重 
复 感染 可 能 会 出 现 ,但 要 受到 两 个 生物 体 相对 尺度 的 限制 .结果 ,额外 寄主 的 
感染 度 无 法 长 期 与 它 所 受到 的 感染 次 数 成 正比 。 就 感染 度 而 言 ,其 状况 很 象 
受 细 菌 感染 或 其 它 类 似 感 染 的 次 椎 动物 寄主 一 样 ,只 能 作为 易 感 染 的 单元 ， 
而 不 能 作为 其 数量 几乎 可 以 无 限 变化 的 离散 感染 的 载体 。 

这 些 特性 及 其 作用 的 含意 非常 复杂 ,不 预先 建立 起 假设 作为 工作 的 基 
础 ,就 无 法 根据 直接 的 推理 来 领悟 ,也 无 法 通过 实地 考察 来 推断 .最 有 效 的 研 
究 方法 是 :严格 定义 这 些 特 性 .将 其 翻译 成 数学 上 易于 处 理 的 形式 .分 析 不 同 
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特性 对 动态 进程 的 影响 方式 .研究 特性 的 变化 对 传染 总 量 的 影响 ,从 而 建立 
起 一 个 模型 。 这 样 一 个 模型 实质 上 并 不 依赖 于 对 这 些 特 性 数量 特征 的 了 解 ， 
而 依赖 于 特性 的 本 质 。 只 要 说 明 哪 些 特性 是 最 重要 的 ,模型 就 可 以 为 制定 科 
研 和 实际 预防 的 一 般 政 策 起 着 很 好 的 指导 作用 。 

Hairston (1962)7 和 WHO(1965) 已 对 血吸虫 感染 的 动力 学 作出 重要 和 贡 
献 ,但 他 们 都 未 论 及 性 别 特征 ,而 这 正 是 本 文 要 集中 研究 的 问题 。 

模型 应 该 把 业已 知道 会 对 传染 的 本 质 有 重要 影响 的 所 有 因素 都 融合 在 
一 起 ,而 不 管 它 会 引起 多 大 的 复杂 性 。 其 实 ,模型 的 优点 正在 于 : 它 可 以 让 人 
用 一 种 其 它 方法 无 法 理解 的 方式 来 研究 由 一 系列 复杂 部 件 构成 的 整体 结构 。 
这 里 提出 的 模型 包括 两 方面 概率 论 上 的 问题 :侵入 幼虫 在 人 和 群 中 随机 分 布 的 
影响 ,和 不 同 数量 幼虫 人 侵 后 相交 成 对 的 大 概 对 数 。 二 者 都 很 简单 ,但 合 在 一 
起 时 就 形成 了 无 法 用 通常 解析 方法 处 理 的 数列 。 经 过 大 量 的 预备 工作 ,我 们 
断定 只 有 采用 计算 机 技术 才 有 可 能 求解 。 所 有 这 些 数列 中 ,除了 表 里 出 现 
的 之 外 ,其 它 数列 经 必要 的 改写 ,都 已 在 伦敦 大 学 计算 机 研究 所 的 Addas 机 
器 上 运算 过 。 大 部 分 结果 都 已 在 文中 用 一 系列 图 表 来 表示 ,而 主要 的 公式 以 
及 推导 这 些 公式 的 根据 都 列 在 附录 里 ,缩写 了 的 表格 状 报告 已 用 三 组 图 形 画 
出 ,我们 认为 它 作为 工具 对 于 科研 工作 具有 通用 性 ,但 除 特别 声明 外 ,涉及 到 
的 其 它 几 组 图 像 并 没有 在 这 里 复制 下 来 。* 

模型 分 两 节 提出 .第 一 部 分 是 关于 入 侵 生 物体 的 个 数 与 相交 成 对 的 概率 
两 者 之 间 关 系 的 基本 结论 ,针对 的 是 如 下 两 种 情况 :第 一 ,每 个 个 体 的 ABR 
生物 体 个 数 已 知 ;第 二 ,感染 次 数 的 平均 值 已 知 , 县 在 群体 中 的 分 布 是 某 个 随 
机 分 布 。 第 二 部 分 将 这 一 基本 材料 融合 到 一 个 血吸虫 感染 的 一 般 模型 ,特别 
研究 在 第 一 次 把 感染 引 和 群体 之 后 所 发 生 的 情况 .不 同 因素 对 其 增长 及 最 终 
水 平 的 影响 以 及 不 同 预防 措施 的 相对 功效 。 

相交 成 对 的 概率 

这 里 假定 雄 肉 幼虫 的 人 侵 概 率 相同 ,虽然 两 性 的 实际 分 布 是 随机 确定 
的 。 我 们 还 假定 ,配对 一 旦 出 现 , 就 永久 维持 下 去 ,就 象 人 们 所 认为 的 关于 血 
吸虫 的 这 方面 情况 一 样 . 


数据 的 表格 状 报告 书 ,所 有 的 图 像 都 要 





233 


已 知 入 侵 个 数 的 配对 概率 

显然 ,单个 幼虫 的 侵 人 不 能 导致 配对 。 如果 侵 和 信 幼 蝶 有 两 个 , 旭 可 以 是 两 
个 雄 的 、 一 雄一 雌 或 两 个 雄 的 ,所 其 的 概率 分 别 为 1/4,2/4 和 1/4, 因 而 配对 
的 概率 为 0.5. 对 于 下 一 个 奇数 3, 概率 相同 ,但 对 于 4 和 5, 概率 增加 到 
0.625. 对 于 后 面 的 侦 数 奇数 对 ,概率 继续 增加 。 这 一 结果 的 理由 写 在 附录 ， 
那里 还 有 一 些 一 般 的 表达 式 , 用 于 计算 任 一 已 知 数量 的 人 侵 幼 虫 中 ,配对 幼 
虫 所 占 的 大 概 比 例 。 某 些 计 算 结果 已 足够 详细 地 列 在 表 ,以 便于 图 形 表示 
和 添加 新 数据 。 请 记 住 ,这 些 数据 无 法 用 真正 的 曲线 严格 地 表示 ,而 应 该 用 
直方 图 从 偶数 到 偶数 分 段 表示 ,但 对 于 较 大 的 数 ,直方 图 可 能 意义 不 大 ,因为 
这 时 两 数 之 间 变 化 很 小 。 

RI 寄主 身上 蛆 的 个 数 已 知 时 蛆 的 配对 概率 
《个 数 为 奇数 时 的 概率 与 位 于 其 前 之 偶数 时 的 概率 相同 ) 





入 侵 个 数 随机 分 布 时 的 配对 概率 
在 任 一 给 定 的 群体 或 群落 里 ,不 大 可 能 出 现 这 样 的 情况 :所 有 个 体 都 其 
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有 相同 数量 的 人 人 侵 幼虫 。 这 一 数量 最 好 用 下 法 表示 :获得 0 个 .1 个 .2 个 .3 
个 等 个 数 幼 虫 的 寄主 所 占 比例 按照 普通 的 随机 规律 来 变化 ,而 随机 规律 对 于 
不 大 的 个 数 可 用 poisson 级 数 来 表示 。 在 这 一 随机 条 件 下 完全 可 能 出 现 这 样 
的 情况 ;尽管 平均 数 比 2 小 得 多 ,但 有 些 寄主 还 是 获得 两 个 或 更 多 个 幼虫 , 进 
而 一 部 分 相配 成 对 ,因此 ,必须 将 这 两 种 概率 结合 在 一 起 加 以 探讨 .不 管 您 是 
把 寄主 看 成 为 单个 实体 ,还 是 将 其 看 成 各 部 分 相互 独立 的 分 块 结构 ,所 得 结 
论 都 是 适用 的 .在 前 一 种 情况 下 ,实体 里 雄 吹 寄生 忠 必 然 相 过 配对 ,而 在 后 一 - 
种 情况 下 , 梭 肉 寄生 虫 只 有 在 处 于 同一 块 时 才能 配对 。 由 于 一 般 认 为 双 性 感 
染 的 特殊 性 质 主要 出 现在 人 侵 幼 虫 数量 很 小 的 时 候 , 所 以 进行 这 方 而 的 研究 
特别 重要 。 

这 一 关系 的 一 般 表 达 式 写 在 附录 ,动态 数列 的 实际 数值 无 法 用 解析 方法 
计算 ,者 用 台式 计算 器 ”* 则 蜡 常 费力 ,但 对 于 计算 机 却 是 个 简单 的 练习 ,在 每 
个 群落 成 员 的 平均 数 已 知 的 情况 下 , 表 工 对 一 系列 到 10 为 止 的 平均 值 , 列 出 
了 寄主 群落 的 所 有 蛆 中 已 配 成 对 者 所 占 的 大 概 比例 。 尽 管 如 此 ,利用 表 I 的 
数值 仍然 无 可 非议 ,因为 两 个 表 实 际 上 是 相互 融合 的 。 随 机 分 布 的 蛆 中 已 配 
成 对 者 所 占 比 例 的 这 一 特性 已 融 人 到 后 面 模型 要 用 到 的 所 有 动态 方程 。 

载 有 成 对 蛆 的 寄主 所 占 的 大 概 比 例 

尽管 成 对 蛆 所 占 比 例 构成 了 重要 的 动态 因素 ,但 流行 病 学 常用 的 度量 
方法 是 按照 受 感染 的 人 来 计量 ,更 严格 地 说 ,是 按照 具有 成 对 蛆 的 人 所 占 的 
比例 来 计量 ,二 者 是 不 一 样 的 ,因为 上 只要 寄主 载 有 孤零零 的 -一 对 ,他 就 进入 具 
有 成 对 蛆 的 行列 ,而 不 管 他 是 不 是 还 有 几 个 没有 成 对 的 样本 。 当 感染 随机 地 
分 布 时 ,具有 一 对 或 多 对 的 概率 与 poisson 级 数 和 二 项 分 布 表 达 式 的 另 一 种 
组 合 有 关 , 这 也 写 在 附录 ,需要 计算 机 来 算 。 这 一 数列 的 有 关 数 值 仍然 可 能 是 
有 用 的 工具 ,已 列 在 表 1 的 第 二 列 ,并 与 第 三 列 的 数据 相对 比 。 第 三 列 指 的 
是 载 有 一 个 或 多 个 、 成 对 或 未 成 对 蛆 的 寄主 所 占 的 大 概 比例 。 从 表 里 我 们 看 
到 当 感 染 水 平 较 低 时 ,两 给 比例 之 间 有 很 大 的 差异 。 





* 指 机 械 的 计算 器 ,不 是 电子 计算 机 。-- 一 译注 


= 
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AL 当 寄 主 群落 里 姐 的 随机 分 布 具 有 菜 一 平均 值 时 , 蛆 配 成 对 的 概 
E FIRA RS RE fo SF ERA RN RR oe OE 
寄主 所 占 的 大 概 比例 


成 对 蛆 的 A 有 | 具有 成 对 或 
大 概 比例 BOTS | 未 成 对 的 蛆 “2 
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血吸虫 病 模 型 

基本 假设 

感染 能 否 由 一 个 模型 来 充分 地 表示 出 来 , 主要 取决 于 对 它 所 作 的 基本 假 
设 , 以 及 这 些 假设 用 于 定性 地 描述 传染 过 程 的 精确 性 .如 果 假 设 言 之 成 理 , 模 
型 就 能 为 传染 过 程 提供 一 个 定性 的 画面 ,并 显示 出 不 同 因 素 之 僻 的 相对 重要 
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性 ,以 及 对 这 些 因素 加 以 修正 时 所 造成 的 轻重 不 一 的 影响 ,虽然 它们 的 量 值 
可 能 近乎 未 知 。 这 样 一 个 定性 模型 将 指明 哪些 因素 最 为 重要 , 因而 也 最 值得 
量化 ,从 而 最 终 导 向 一 个 完全 定量 的 模型 。 这 里 提出 的 定量 模型 是 根据 前 一 . 
个 定性 的 模型 得 来 的 。 

模型 研究 的 是 双 福 蠕虫 : 随 着 幼虫 的 侵 人 产生 了 感染 ,其 中 幼虫 随机 地 
分 布 于 基 生 态 区 域 里 一 个 寄主 群落 的 诸 成 员 之 间 , 雄 上 肉 幼 虫 具 有 相同 的 概 
R, 我 们 把 蛆 看 成 是 单 配 的 , 即 一 个 蛆 只 交配 一 次 。 幅 的 生命 期 较 长 , 雄 蛆 一 - 
生 中 不 停 地 产 财 ,并 随 尿 液 或 业 使 排出 .在 数值 计算 时 ,我 们 将 蛆 的 平均 海 命 
取 为 3 年 ,有 日产 孵 量 取 为 1000 个 (参阅 Hairston1962 年 的 论文 ), 但 对 这 些 数 
值 即 使 作 很 大 的 修改 ,也 不 会 影响 我 们 后 面 要 在 数值 计算 的 基础 上 详细 论述 
的 基本 论点 。 

在 一 给 定 的 生态 区 域 里 ,触及 水 的 卵 的 数量 取决 于 两 组 变 基 :第 一 ,区 域 
里 寄主 群体 的 总 量 . 寄 主 对 蛆 的 平均 载 有 量 . 蛆 中 已 成 对 者 所 占 的 比例 和 每 
个 受精 蛆 的 日 产 卵 数 ;第 二 ,这 些 卵 中 那些 直接 或 间接 地 被 带 到 水 里 的 卵 所 
占 的 比例 。 第 一 组 变量 依赖 于 感染 的 流行 程度 ,第 二 组 变量 依赖 于 可 作 很 大 
变动 的 环境 和 卫生 习惯 。 因 此 ,最 后 这 个 因素 也 称 ” 污 染 因 素 ”。 

和 毛 蚁 接触 到 钉螺 的 概率 主要 取决 于 钉螺 的 数量 。 当 钉螺 很 稀少 时 ,这 一 
概率 自然 较 小 ,因为 钉螺 里 刺 和 人 毛 胸 就 使 毛 妨 退出 循环 ,从 而 在 某 种 程度 上 
保护 了 其 它 钉 蜡 。 当 然 ,我 们 也 必须 考虑 到 , 当 和 钉螺 稀少 时 ,每 个 钉螺 里 的 毛 
蚁 个 数 增加 了 。 

下 一 组 有 关 的 因素 是 控制 钉螺 寄主 里 繁殖 快慢 的 那些 因素 ,主要 韦 生态 
区 域 里 易 受 感染 的 钉螺 个 数 .其 生命 长 度 .已 受 感染 钉螺 的 峰 尾 蚁 产量 及 其 
生存 期 .其 中 变化 程度 较 大 的 是 易 受 感染 的 钉螺 个 数 .因此 这 组 因素 称 为 " 钉 
蝶 因 素 "。 模 型 不 考虑 钉螺 因 受 感染 而 死亡 的 情况 .我 们 对 这 种 死亡 率 作 了 人 
量 的 研究 ,得 出 的 结论 是 ,死亡 率 只 能 定量 化 ,不 会 与 感染 动力 学 的 原理 相 耶 
盾 , 也 不 会 与 本 文 得 出 的 定性 结论 相抵 触 。 模 型 也 忽视 了 钉螺 中 完全 可 能 由 
现 的 多 次 感染 。 关 于 这 一 现象 ,已 有 不 少 工作 ,但 作者 所 知道 的 所 有 这 方面 的 
工作 都 只 是 研究 由 两 个 或 两 个 以 上 毛 蚁 的 同时 刺 人 所 引起 的 多 次 感染 ,而 对 
于 重复 感染 能 否 紧 继 已 初 具 规模 的 感染 之 后 出 现 这 一 问题 ,人 们 疝 有 -一定 的 
疑问 。 然 而 ,在 考虑 动力 学 时 很 重要 的 一 点 是 尾 鸯 产量 与 人 侵 毛 蚁 数 莉 并 设 
有 关系 。Pesigan 等 人 于 1958 年 找到 了 多 重 感染 尾 蚁 产量 的 计算 方法 .尽管 
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会 增加 ,但 动态 的 情景 还 是 取决 于 在 一 连 串 的 重复 感染 下 一 个 直接 的 数量 关 
系 能 不 能 几乎 永远 保持 着 ,而 这 是 肯定 不 成 立 的 。 

下 一 组 因素 考虑 的 是 尾 鸯 找到 一 个 合适 寄主 的 概率 ,这 由 两 部 分 组 成 ， 
一 个 是 生物 常数 ,表示 尾 蝎 在 这 方面 的 效率 ; 一 个 是 变数 ,代表 潜在 寄主 触及 
水 的 次 数 和 程度 。 模 型 中 体现 的 是 具有 标准 平均 接触 程度 的 可 变 接触 次 数 ， 
称 为 “暴露 因素 ”, 可 以 随意 修改 .由 于 生物 因素 假定 是 个 常数 , 其 实际 数值 对 
所 发 生 的 事件 没有 原则 上 的 影响 。 不 过 ,为 了 数值 计算 ,必须 给 它 取 一 个 值 ， 
为 此 ,我 们 给 它 指定 了 一 个 看 起 来 与 自然 现象 相 吻 合 数值 。 

在 疹 椎 动物 寄主 里 ,对 本 质 有 影响 又 最 最 重要 的 因素 是 雄 骨 蛆 相交 的 概 
率 , 这 在 前 面 的 论述 中 已 作 了 解释 。 蛆 的 寿命 是 第 二 重要 的 因素 , 它 取 决 于 大 
自然 ,通常 看 作 常 数 。 但 若 建立 了 一 个 发 现 病例 并 加 以 治疗 的 较为 系统 的 机 
制 ,其 目的 在 于 周期 性 地 探测 并 治疗 一 大 部 分 阳性 病例 , 则 这 一 因素 还 是 可 
以 修改 的 。 由 于 这 是 控制 和 消灭 病害 的 主要 措施 ,所 以 我 们 把 蛆 的 生命 长 度 
当 作 变 量 来 看 ,并 称 之 为 “寿命 因素 ”。 

这 里 我 们 不 考虑 可 能 被 认为 是 有 关 的 两 个 因素 , 即 寄主 的 体积 对 族 峻 幼 
虫 相 交 的 限制 程度 和 人 免疫 措施 对 相交 过 程 的 干涉 方式 。 可 以 近乎 肯定 地 说 ， 
血管 系统 对 雄 肉 相交 的 概率 有 很 大 程度 的 限制 ,所 以 更 为 合适 的 是 把 生物 体 
看 成 由 一 些 尺寸 不 大 的 分 隔 间 组 成 ,而 雄 肉 幼虫 只 有 在 处 于 相同 的 分 隔 间 时 
才 相 交 。 这 对 感染 动力 学 的 影响 已 被 研究 过 .对 于 给 定 的 幼虫 个 数 ,相交 概 二 
要 因此 而 大 大 降低 。 虽 然 从 数值 上 来 说 有 很 大 影响 ,但 结论 的 一 般 形 式 丝毫 
与 不 会 改变 。 正 因为 如 此 ,我 们 提出 的 是 纯粹 定性 的 模型 ,只 研究 原则 问题 ， 
而 不 考虑 所 载 寄 生 虫 的 实际 条 数 。 

消除 上 述 分 隔 规 模 的 不 确定 性 是 可 能 的 ,前 提 是 有 可 能 将 排泄 物 中 卵 的 
个 数 与 载 蛆 量 联系 起 来 一 一 即使 有 少数 几 个 特殊 例子 也 行 ,而 这 却 是 现 有 文 
献 尚未 涉足 的 课题 ， 如 果 能 够 填补 知识 中 的 这 一 缺陷 ,那么 大 概 就 能 将 现在 
的 定性 模型 转化 为 主要 是 定量 的 模型 ,特别 是 将 有 关 * 临 界 点 "的 结论 与 用 传 
统 方法 测量 的 实际 感染 率 联系 起 来 ,从 而 为 预防 的 科学 提供 了 精确 性 。 免 疫 
在 限制 传染 方面 所 起 的 作用 同样 完全 只 有 数量 上 的 影响 。 或 许 , 人 受到 有 限 
次 的 感染 就 会 获得 永远 的 免疫 力 ,但 这 一 次 数 肯 定 很 大 。 尽 管 我 们 可 以 轻 而 
易 举 地 放宽 这 一 限制 ,但 它 对 动力 学 的 影响 或 许 还 是 要 比 上 面 所 述 的 分 隔 容 
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量 所 导致 的 影响 小 得 多 ,所 以 在 澄清 分 隔 容 量 这 一 问题 之 前 没有 理由 将 它 包 
括 进 来 。 

基 子 这 些 特性 的 模型 具有 可 用 一 般 观 察 的 方法 推断 出 来 的 一 些 特征 ,但 
只 有 经 过 计算 机 的 实际 计算 才能 加 以 证 实 并 得 出 它们 的 精确 程度 ， 因 此 ,下 
面 描述 的 结论 都 以 一 组 计算 机 程序 为 基础 ,其 中 浓 椎 动物 寄主 的 污染 .钉螺 、 
暴露 .寿命 等 主要 因素 都 指定 了 几 组 不 同 的 数值 先 运行 程序 ,办 认 出 初次 将 
感染 传人 到 一 个 生态 区 域 之 后 事件 的 大 概 经 过 ,这 里 我 们 将 生态 区 域 设 想 成 
一 个 村 落 ,里 面 有 水 井 或 水 池 , 村 民 们 经 常 出 人 这 些 地 方 提 水 家 用 .了 解 了 感 
染 的 传人 在 群体 中 建立 起 平衡 水 平 的 情景 后 ,运行 一 组 代表 控制 工作 的 程 
度 .为 此 ,选择 -- 组 先前 在 传人 阶段 得 到 检验 、 并 根据 其 结果 看 来 比较 切合 实 
际 的 参数 作为 标准 参数 ,控制 作用 可 表示 为 将 某 个 参数 的 值 降 低 到 原来 的 一 
小 部 分 ,总 的 原则 是 检验 每 个 参数 作 相同 程度 的 缩减 所 产生 的 效果 。 

在 这 一 工作 期 间 ,我 们 通过 推理 和 计算 证 明 :群落 里 感染 的 流行 水 平 总 
是 被 限制 在 一 个 下 界 值 和 ~- 个 上 界 值 之 间 , 后 二 者 类 似 于 其 它 感染 里 的 临 欠 
传染 水 平和 平衡 水 平 . 当 然 ,两 者 之 间 有 -一 些 重要 区 别 . 下 界 的 特性 与 控制 政 
策 之 间 有 非常 紧密 的 关系 ,因此 这 里 用 一 个 不 同 的 名 称 * 临 界 点 "加 以 区 别 ， 
其 意义 从 下 一 节 的 论述 里 显而易见 。 

临界 点 

无 性 寄生 虫 引起 的 普通 感染 可 由 最 低 限 度 的 感染 量 传人 到 一 个 群落 , 典 
型 的 情况 是 由 单个 感染 病例 传人 ,接着 ,感染 可 能 处 于 最 佳 的 繁殖 时 期 ,这 种 
繁殖 , 如 果 用 对 数 只 度 或 " 按 比 例 缩小 ”来 表示 ,其 图 形 可 能 具有 图 1 中 曲线 
B 的 形状 , 感染 会 不 会 繁殖 ? 以 多 大 的 速度 繁殖 ? 这 完全 依赖 于 环境 的 特性 ， 
因为 环境 决定 了 最 初 病 例 与 易 受 感染 者 之 间 的 有 效 接触 程度 。 

与 此 相对 照 ,群落 中 双 性 感染 的 生长 既 依 赖 于 决定 接触 程度 的 环境 因 
素 ,又 依赖 于 传人 感染 的 数量 传人 感染 的 规模 可 能 很 小 ,致使 它 不 大 可 能 在 
患者 身上 产生 足够 多 的 多 次 感染 以 保证 传播 之 链 的 继续 延伸 .要 使 传播 链 得 
以 延伸 ,我 们 必须 假定 传人 足够 数量 具 繁 殖 力 的 蛆 , 贮 于 一 个 或 多 个 寄主 身 
上 。 对 于 任 一 指定 的 环境 ,都 有 蛆 的 一 个 临界 个 数 :如果 姐 的 个 数 比 它 更 多 ， 
则 出 现 繁殖 并 最 终 达 到 平衡 水 平 ;如 果 更 少 , 则 蛆 逐渐 减少 这 一 数量 用 所 论 
群落 里 的 平均 载 蛆 量 来 表示 ,并 称 为 "临界 点 ", 其 意义 在 于 :这 个 数 不 仅 对 于 
是 预防 还 是 允许 感染 的 传人 起 着 关键 的 作用 ,而 且 正如 以 后 就 要 看 到 的 , 当 
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图 1 比较 曲线 A 与 #8, 其 中 4 用 的 是 对 数 尺度 ,表示 传人 有 性 里 虫 感染 之 
后 事件 的 预期 行程 ,如 文中 所 述 ; 上 8 RA BA Ste EY BATT 
程 。 二 者 其 它 方面 都 一 梓 , 唯 性 别 特征 的 不 同 导 致 了 本 质 的 区 别 。 


引入 控制 措施 时 , 它 还 将 在 感染 的 继续 传播 与 彻底 消灭 之 间 引 出 一 个 突变 。 
它 近乎 同样 地 决定 了 污染 .蜗牛 .暴露 和 寿命 四 个 因素 ,所 以 当 这 些 因素 的 值 
很 大 时 ,感染 的 传人 和 维持 都 相对 容易 些 , 但 当 这 些 数值 很 小 时 ,要 建立 起 传 
播 的 链条 就 需要 相当 大 规模 感染 的 侵入 。 因 此 ,通过 单个 旅客 将 感染 传人 一 
个 先前 未 受 感染 的 地 区 是 不 太 可 能 的 ,不 过 , 由 成 群 来 自 感染 流行 地 的 人 把 
感染 传人 的 危险 性 要 大 得 多 ,历史 上 有 大 量 血吸虫 病 和 丝 虫 病 的 实例 支持 这 
一 说 法 。 

感染 的 传 入 

如 果 感 染 传 人 的 规模 比 临界 点 稍 大 一 点 , 则 繁殖 速度 开始 时 比 无 性 感染 
的 情形 所 预期 到 的 速度 小 得 多 ,但 随 着 平均 载 姐 量 的 增加 逐渐 加 速 , 经 过 很 
长 的 一 段 时 间 之 后 (在 所 考虑 的 例子 里 是 两 年 或 更 多 年 ) ,感染 达到 了 与 其 它 
情形 同样 的 发 展 速度 。 

当 平 均 载 蛆 量 较 小 时 ,感染 的 繁殖 要 过 到 很 大 的 障碍 ,于 是 处 于 不 稳定 
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果 走 向 反面 ,使 感染 消失 。 然 而 , 当 感 染 变 得 很 普遍 时 , 它 就 达到 了 某 种 稳定 
性 ,此 时 要 使 平衡 水 平 作 任何 显著 的 改变 都 必须 先 使 条 件 作 出 巨大 的 变化 ， 
无 性 和 双 性 类 型 里 虫 感染 的 曲线 之 问 的 区 别 如 图 1 曲线 A.B 所 示 。 由 
此 可 以 看 到 ,开始 时 二 者 有 明显 的 差异 ,之 后 上 升 到 相同 的 平衡 高 度 。 
图 2 表示 传人 感染 时 修改 污染 因素 和 修改 暴露 或 钉螺 因素 的 效果 . 增 大 
二 者 中 的 任何 一 个 都 会 降低 临界 点 ,从 而 使 更 小 的 入 侵 群 体 也 能 将 感染 传 





1 2 3 4 


5 
年 度 


图 2 4 是 "标准 "传人 的 曲线 ; 
妃 是 污染 因素 放大 一 倍 后 预期 的 曲线 ; 


C 是 暴露 或 钉螺 因素 放大 一 倍 后 的 预期 曲线 。 
入 ,不 管 是 哪 种 情况 ,繁殖 的 时 间 因 素 有 很 大 变化 ,快速 增长 的 时 刻 提前 了 许 


E. 当然 ,开始 时 曲线 上 升 较 慢 ,这 种 一 般 的 形状 还 是 维持 不 变 。 两 条 曲线 都 
上 升 到 一 个 水 平 高 度 。 在 增 大 污染 因素 的 情况 下 ,这 一 高 度 实际 上 与 原来 的 
相同 ;而 在 增 大 暴露 因素 或 钉螺 数量 的 情况 下 ,代表 平均 载 蛆 基 的 高 度 的 增 
大 幅度 近乎 与 暴露 或 钉螺 因素 的 增 大 程度 成 比例 。 

严重 污染 的 水 虽然 使 感染 的 传人 变 得 更 加 容易 ,但 看 来 对 疾病 最 终 的 流 
行程 度 实质 上 没有 影响 。 流 行程 度 近 乎 完全 地 依赖 于 钉螺 的 数量 .寄主 与 水 
的 接触 频率 和 蛆 的 寿命 。 这 一 特性 更深 入 的 内 容 将 与 控制 措施 联系 起 来 讨 
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论 ,在 那里 可 以 看 出 它 对 政策 的 制定 具有 非常 重要 的 意义 。 其 原因 是 ,不 管 水 
的 污染 程度 有 多 大 ,在 多 数 情况 下 ,平均 载 蛆 量 最 终 都 上 升 到 这 样 -一 个 高 度 ， 
使 得 尾 蚁 比 易 受 感染 的 钉螺 多 得 多 ,因而 即使 对 尾 几 的 数量 作 大 幅度 调整 ， 
也 只 能 使 受 感染 钉螺 的 最 终 数量 引起 微不足道 的 变化 。 
运行 了 一 系列 方案 之 后 ,我 们 任意 选取 了 一 组 参数 作为 标准 参数 ,以 使 
于 以 后 通过 变动 其 数值 来 检验 控制 的 效果 .。 双 性 感染 的 标准 曲线 如 图 1 hy 
线 4 所 示 。 除 了 已 经 作出 的 假设 之 外 ,我 们 还 假定 污染 程度 等 价 于 群体 总 排 
NEPRI 1/1000 接触 到 水 ;钉螺 密度 是 每 一 米 长 的 永 岸 含 5 个 钉螺 . 对 于 每 人 
每 天 的 触 水 次 数 ,我 们 没有 定 出 具体 的 数字 ,但 以 前 所 述 的 总 的 暴露 因素 ( 包 
括 尚 未 加 以 测量 的 生物 常数 ) 已 作 了 调整 ,使 得 出 的 结论 看 起 来 切合 实际 .所 
用 的 这 个 值 为 0.02, 其 意思 是 : 如果 每 人 每 天 触及 水 一 次 ,并 掠 过 一 平米 的 
水 , 则 在 这 一 平米 里 的 个 体 尾 蚁 成 功 地 刺 人 人 的 皮肤 的 概率 是 0.02. 当然 ， 
所 用 实际 数值 的 大 小 对 本 文 而 言 是 无 关 紧 要 的 。 
控制 的 表示 
修正 有 关 的 任何 一 个 因素 都 有 两 方面 的 作用 :一 是 改变 平衡 所 处 的 高 
BE ;一 是 改变 这 一 组 情况 下 临界 点 所 处 的 高 度 。 本 文 的 临界 点 代表 这 样 一 组 
平均 载 蛆 量 ,不 到 这 个 值 ,感染 就 无 法 维持 下 去 ;越过 临界 点 以 后 ,感染 不 仪 
继续 缩减 ,而 且 速 度 还 在 加 快 。 
运行 第 一 组 方案 :把 诸 传染 因素 削减 到 这 样 一 种 程度 ,使 平衡 高 度 不 至 
降 到 临界 点 以 下 ,产生 的 效果 如 图 3 所 示 。 在 这 一 组 方案 里 ,四 种 控制 计划 得 
到 了 检验 ,同时 还 检验 了 十 年 内 产生 的 效果 。 从 表面 上 年 ,这 些 控制 措施 具有 
柑 同 的 强度 ,因为 在 每 一 种 情况 下 ,都 是 其 中 一 种 相关 因素 下 降 相 同 的 程度 ， 
此 处 为 下 降 到 原 值 的 五 分 之 一 。 
卫生 条 件 的 改善 就 是 水 的 污染 量变 小 ,所 以 排泄 物 中 只 有 1/5000 接触 
到 水 。 群 体 中 因此 引起 的 平均 载 蛆 量 的 下 降 ( 如 图 3 的 曲线 4 所 示 ) 实 际 上 
小 于 1% ,已 小 得 无 法 在 图 上 辨认 出 来 。 尽 管 将 污染 因素 降 到 这 样 的 水 平 已 
经 表示 卫生 条 件 相 当 优 越 , 但 水 中 毛 蚁 仍然 多 于 钉 则 , 疾 病 传染 之 链 继续 延 
仲 ,近乎 未 受 影 响 。 
-降低 箱 螺 因素 或 暴露 因素 的 效果 由 则 线 B 表示 ,这 两 者 非常 相近 ,这 于 
只 画 成 一 条 曲线 , 它 最 终 下 降 了 原 值 的 大 约 五 分 之 一 下降 的 速度 极其 缓慢 ， 
要 10 多 年 才能 达到 新 的 、 比 原来 较 低 的 平衡 水 平 。 
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图 3 通过 修正 “标准 "因素 的 控制 效果 ,其 中 4 代表 把 污染 因素 隆 到 原来 的 五 分 之 
一 :8 代表 把 杀 蜡 或 暴露 因素 降 到 原来 的 五 分 之 一 ;C 代表 经 系统 的 医疗 规划 
将 蛆 的 平均 寿命 降 到 原来 的 五 分 之 一 。 


我 们 把 医疗 看 成 是 一 种 连续 性 的 诊断 和 治疗 计划 , 使 得 每 人 每 年 检查 一 
次 ,再 对 阳性 病例 进行 有 效 的 治疗 。 这 相当 于 将 蛆 的 平均 寿命 从 大 约 3 年 降 
到 大 约 6 个 月 ,其 中 6 个 月 是 从 受到 感染 到 随后 的 治 一 般 需 要 的 时 间 。 但 考 
虑 到 事物 总 不 是 那么 十 全 十 美 ,我 们 实际 上 只 将 平均 寿命 降 到 原来 的 五 分 之 
一 。 这 使 平均 载 蛆 量 降 到 一 个 新 的 平衡 高 度 ( 如 曲线 C 所 示 ), 它 与 通过 长 期 
持续 地 控制 钉螺 或 暴露 因素 所 达到 的 高 度 不 相 上 下 ,但 达到 这 一 新 高 度 的 时 
间 要 短 得 多 ,开始 控制 之 后 两 到 三 年 即 可 见 到 近乎 完整 的 结果 .然而 ,一 个 枝 
节 癌 题 表 明 , 这 种 治疗 并 没有 “公共 保健 的 意义 ”, 即 它 没有 降低 公众 的 感染 
率 一 一 在 这 一 方案 里 它 只 隆 到 原 值 的 83%, 从 而 也 就 没 能 降低 那些 自己 不 
去 治疗 者 的 危险 性 ， 这 种 效果 相对 较 差 的 情况 可 以 这 样 来 解释 :要 把 一 般 公 
众 保护 起 来 就 得 降低 污 梁 程 度 , 而 这 本 身 是 一 种 无 效 的 措施 .因此 ,如 有 医疗 
计划 没有 进行 到 接近 消灭 感染 的 地 步 ,那么 , 它 虽然 使 接受 治疗 者 大 受 其 益 ， 
但 对 其 他 人 却 训 无 益处 。 按 照 这 种 说 法 ,要 使 有 限度 的 控制 措施 具有 公众 保 
健 的 意义 ,唯一 的 办 法 是 控制 钉螺 因素 。 
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图 4 临界 点 。4 中 的 “标准 "已 经 修改 :采取 医疗 措施 之 后 ,组 的 寿命 降 到 原来 的 
1/5. 再 额外 降低 暴露 因素 或 钉螺 因素 ,使 得 总 的 传染 因素 在 B 中 降 到 原来 的 
1/8.75,C 中 降 到 1/10,D 中 降 到 1711. 25,28 PRR 1/15. 削减 的 实际 数值 
并 没有 多 大 意义 ,但 B 与 C 之 间 的 微小 差异 ,以 及 由 这 一 小 差异 引出 的 一 系 
列 后 果 却 具有 重大 意义 。 


上 面 这 些 措 施 都 无 法 达到 近似 于 临界 点 的 平衡 水 平 ,所 以 就 消灭 感染 而 
言 效果 甚 徽 。 下 一 组 方案 的 目的 是 加 强 这 些 措施 , 直到 越过 临界 点 为 止 。 为 
此 ,我 们 以 图 3 中 所 说 明 的 医疗 方案 为 基础 ,但 由 于 一 般 认 为 试图 把 医疗 方 
案 加 强 到 超出 所 述 标准 的 地 步 是 不 太 现实 的 ,所 以 我 们 通过 略 外 降低 暴露 因 
素 的 办 法 来 达到 加 强 效果 的 目的 。 当 然 ,额外 增强 对 钉螺 因素 的 控制 也 有 同 
样 的 作用 。 这 里 , 蛆 的 寿命 已 降 到 1/5, 外 加 暴露 因素 的 下 降 , 比 如 说 降低 一 
半 , 于 是 总 的 因素 降 到 原来 的 1/10. 在 这 基础 上 ,我 们 试图 将 临界 点 分 类 .图 
4 显示 了 这 方面 的 结果 ,其 中 曲线 4 与 图 3 中 的 医疗 曲线 相同 ; B 表示 额外 
附加 了 控制 .将 总 因素 降 到 原 值 的 1/8. 75, 这 也 没有 达到 临界 点 ,而 且 还 在 
稍 低 处 建立 起 新 的 平衡 ;C 表示 将 总 因素 降 到 原来 的 1/10, 也 就 是 对 前 一 种 
方案 的 实力 略 作 加 强 , 但 它 却 越 过 了 临界 点 ,出 现 了 拐弯 ,此 后 以 急速 加 快 的 
速度 下 降 着 . DAE 表示 将 总 因素 降 到 原来 的 1/11. 25 和 1715 ,其 结果 与 第 
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三 条 典 线 原则 上 相同 ,只 是 时 间 因 素 略 有 差异 。 抛 弯 出 现在 平均 载 蛆 量 大 约 
等 于 0.8 的 时 候 , 将 这 个 数 与 表 1 相 比 可 以 看 到 , 它 相 当 于 群落 里 的 感染 率 
KAA 10% ,但 我 们 并 不 太 注重 这 个 定量 的 结论 。 重 要 的 是 ,充分 强烈 的 措 
施 预 期 能 越过 临界 点 ,之 后 功效 急剧 增 大 ,并 最 终 消 灭 感染 .但 若 一 种 措施 没 
有 达到 所 需要 的 强度 ,即使 只 相差 一 丁点 ,就 只 能 (有 希望) 降低 感染 的 流行 
程度 , 仅 此 而 已 。 


四 种 控制 措施 的 比较 ， 

PE 

控制 开始 gg ime at 

的 量 人 
加 强 医疗 (4 

MERET D 








控制 卫生 (+ 15) 








12345678910123456 78910 12 14 16 18 20 22 
感染 传 入 之 后 的 年 度 。 开始 控制 之 后 的 年 度 


5 蠕虫 感染 的 起 落 。 表示 当 传人 的 感染 处 于 临界 点 之 上 方 . 又 被 加 以 控制 时 所 

出 现 的 情况 。 这 里 的 控制 有 如 下 四 种 貌似 等 价 的 方案 :降低 污染 因素 ;降低 钉 

螺 因 素 ; 降 低 暴 露 因素 ;加 强 医疗 .并 以 降低 暴露 因素 或 降低 钉螺 因素 作 补 

F 

在 下 面 这 一 组 如 图 5 所 示 的 方案 里 ,我们 对 污染 .钉螺 、 暴 圳 因素 或 通过 
医疗 对 蛆 的 寿命 因素 作 相同 程度 的 削减 , 降 到 使 其 中 某 些 方案 至 少 能 预期 达 
到 消灭 感染 的 地 步 。 另 外 ,在 采用 医疗 的 办 法 来 降低 蛆 的 寿命 时 还 辅 之 以 降 
低 暴 露 因素 。 所 有 这 些 方案 在 长 达 `20 年 的 时 间 里 产生 的 效果 在 这 里 得 到 了 
检验 ,从 而 完善 了 上 面 的 结论 。 将 污染 因素 降 到 排泄 物 中 只 有 1/15009 触及 
水 ,这 虽然 已 是 相当 高 标准 的 卫生 条 件 , 但 它 在 整个 时 期 的 效果 仍 微乎其微 。 
控制 箱 蝗 因素 和 按 触 水 情况 控制 暴露 因素 ,其 效果 在 感染 衰减 的 大 部 分 时 期 
实质 土 是 相同 的 ,只 是 在 后 一 阶段 ,控制 暴露 因素 效果 略 强 ,从 而 使 感染 消失 
的 时 间 上 略为 提前 。 采 到 这 两 种 方法 都 要 20 多 年 才能 使 感染 最 终 消失 ,在 这 期 
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间 还 得 一 直 采 取 有 效 的 措施 .另外 ,即使 把 控制 措施 加 强 到 尽善尽美 的 地 步 ， 
也 只 能 使 这 一 时 间 略 有 缩短 , 缩 到 14 年 或 15 年 ,其 原因 是 我 们 假定 蛆 的 平 
均 寿 命 长 达 3 年 。 相 反 , 把 系统 的 治疗 与 降低 暴露 因素 或 与 控制 钉 遇 因 素 结 
合 起 来 ,就 效果 其 速 一 一 开始 之 后 4 到 5 年 即 可 看 到 最 终 的 效果 。 

本 图 是 通过 翻版 前 面 所 述 的 标准 因素 而 来 的 .由 于 它 在 我 们 看 来 概括 了 
本 文 的 全 部 内 容 , 所 以 可 以 看 成 蠕虫 感染 的 起 落 图 。 

讨论 

“根据 这 些 实验 , 必然 得 到 这 样 一 个 结论 :卫生 条 件 的 好 坏 对 所 研究 的 四 
种 寄生 虫 感染 没有 显著 的 影响 .” 这 是 Scott 和 Barlow(1938) 在 一 项 经 典 工 
作 中 的 一 段 话 。 根 据 现在 这 项 研究 ,同样 可 以 得 出 卫生 条 件 对 感染 没有 影响 
这 样 一 个 必然 的 结论 。 换 言 之 , 它 对 于 降低 群落 中 的 平均 载 蛆 量 没有 显著 的 
影响 。 所 以 , 它 作为 主要 的 控制 措施 ,实际 上 是 毫 无 用 处 的 ,因为 在 任何 群落 
里 永远 不 可 能 达到 绝对 的 卫生 标准 。 由 此 也 可 看 到 ,一 旦 感染 有 了 根基 ,少量 
的 污染 就 可 使 它 维持 下 来 ,因而 略 带 污垢 的 衣着 所 产生 的 污染 量 足以 使 它 继 
续 传 播 。 但 这 并 不 是 说 在 任何 情况 下 卫生 条 件 的 改善 都 毫 无 意义 。 它 与 其 它 
任何 因素 一 样 ,对 临界 点 的 位 置 有 同样 大 的 影响 。 所 以 好 的 卫生 条 件 既 能 降 
低 传人 感染 的 可 能 性 又 能 增 大 其 它 措施 的 成 功 概率 ,这 里 的 其 它 措施 与 卫生 
条 件 一 起 可 能 使 感染 达到 了 临界 点 。 但 是 ,控制 “卫生 疾病 ”的 最 好 方法 是 多 
造 而 所 这 一 常识 在 这 些 方案 里 很 难 有 立足 之 地 。 

降低 与 污水 的 接触 频率 是 改善 卫生 条 件 的 一 种 方法 ,效果 明显 得 多 。 它 
主要 是 通过 供应 净 水 ,促使 人 们 不 必 经 常 使 用 天 然 水 源 。 模 型 只 考 暴露 因素 
的 实际 降低 程度 ,但 触 水 次 数 的 减 小 也 很 可 能 大 大 减轻 水 本 身 的 污染 , 即使 
对 感染 的 衰减 速度 没有 影响 , 也 会 进一步 提高 临界 点 ,从 而 增 大 最 终 消 灭 感 
染 的 可 能 性 。 但 是 ,降低 暴露 因素 和 降低 钉螺 因素 无 论 在 模型 里 还 是 在 实践 
中 ,其 效果 都 慢 得 让 人 近乎 绝望 .因此 ,任何 可 望 在 不 长 的 时 间 内 就 见 成 功 的 
措施 都 必须 把 可 能 是 最 有 效 的 发 现 病例 并 加 以 治疗 的 方法 包括 进来 。 

然而 ,现在 已 不 难 想象 ,这 样 一 种 治疗 措施 如 果 作 为 单独 的 控制 措施 ,看 
来 极 少 能 最 终 消灭 感染 ,所 以 必须 与 其 它 某 种 措施 结合 起 来 使 用 ， 

临界 点 的 存在 性 有 一 个 强烈 的 含意 , 那 就 是 控制 措施 应 该 非常 强 而 有 
力 。 集 中 精力 于 充分 的 全 面 医疗 措施 , 辅 以 控制 钉螺 因素 ,并 供 以 准 水 ,这 样 
很 可 能 有 好 的 效果 。 这 种 做 法 可 以 先 在 一 些 相 对 说 来 不 太 大 的 区 域 实施 ,内 
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为 早期 再 度 传人 感染 的 危险 性 相对 来 说 比较 小 。 另 一 方面 ,如 果 控 制 活动 堆 
零散 散 且 局 部 地 区 还 有 漏洞 ,或 者 就 像 迄 今 为 止 所 常用 的 那样 ,只 依赖 于 单 
一 的 控制 措施 ,那么 其 结果 仅仅 是 使 疾病 有 所 减轻 而 已 ,根本 不 能 指望 最 终 
消灭 感染 。 过 去 的 许多 观察 家 和 最 近 的 Forsyth 和 Bradley( 待 发 表 ) 以 及 
Forsyth 和 MacDonald(1965) 都 认为 感染 常常 有 一 中 心 位 置 。 把 上 述 事 实 与 
这 一 结论 合 在 一 起 ,我 们 看 到 ,在 控制 方案 中 ,集中 力量 确定 中 心 位 置 看 来 大 
有 好 处 。 

模型 贬低 了 医疗 措施 的 “公众 保健 意义 ”", 这 当然 要 将 以 下 情况 除外 : 即 
医疗 措施 既 系 统 又 正规 ,还 以 其 它 强 有 力 的 措施 作 补充 ,以 越过 临界 点 继而 
消灭 感染 为 目的 。 在 这 种 情况 下 ,由 于 它 可 在 不 长 的 时 间 内 达到 效果 ,所 以 其 
意义 是 极其 深远 的 。 目 前 ,控制 措施 的 最 大 弱点 是 在 药物 治疗 方 而 , 主要 应 归 
答 于 现时 药物 的 不 足 与 毒性 。 或 许 , 在 控制 措施 方面 最 有 意义 的 研究 工作 将 
是 研制 没有 这 些 缺 点 又 能 消灭 血吸虫 的 药物 了 。 

本 文 将 寄主 看 成 单个 实体 使 得 雄 蛆 和 趴 蛆 可 能 相交 于 其 中 。 但 是 ,把 宕 
主 看 成 是 一 组 分 隔 间 ,其 中 相配 的 可 能 性 取决 于 是 否 相 过 在 同一 分 隔 间 ,这 
很 可 能 是 一 种 更 好 的 表示 方法 。 如 果 在 任 一 生态 区 域 里 都 有 可 能 对 具有 成 对 
蛆 的 人 所 占 的 比例 ("感染 率 ”) 和 平均 载 蛆 量 估 计 出 来 ,那么 这 里 涉及 到 的 不 
确定 性 是 可 以 消除 的 .这 方面 工作 的 第 一 步 是 对 若干 个 别 的 情况 找 出 载 明 其 
与 产 卵 量 之 间 的 关系 。 虽 然 有 关 传 染 数 量 特征 的 所 有 研究 都 有 价值 ,但 这 一 - 
问题 的 研究 对 于 全 方位 了 解 传播 过 程 或 许 是 最 富有 成 果 的 一 步 。 预 期 这 不 会 
改变 这 里 提出 的 结论 ,但 可 使 我 们 有 可 能 估计 出 为 消灭 感染 所 需 的 环境 因素 
的 改进 程度 以 及 医疗 方案 的 彻底 程度 。 

尽管 模型 的 建立 过 程 中 特别 提 到 了 血吸虫 病 , 但 它 还 是 有 一 些 适 用 于 所 
有 蠕虫 感染 的 一 般 结论 。 在 改进 卫生 条 件 的 两 项 措施 中 , 即 降低 污染 物 的 传 
播 程度 和 降低 与 受 污染 中 间 媒 介 的 接触 程度 ,后 一 种 措施 具有 无 与 伦比 的 重 
要 性 。 供 应 净 水 比 建造 公共 出 所 更 为 重要 ,这 就 像 鞋 子 对 于 预防 钧 虫 病 的 重 
要 性 一 样 ,所 以 卫生 政策 的 制定 应 以 此 为 指导 。 一 -个 控制 方案 要 有 很 好 的 效 
果 , 就 必须 非常 强 而 有 力 , 如 有 必要 还 应 该 局 限于 某 个 小 区 域 ,但 在 这 个 小 区 
域 里 必须 采取 所 有 可 行 的 控制 措施 。 这 样 一 种 方案 很 可 能 会 完全 成 功 ,而 把 
任何 一 个 已 经 扫除 感染 的 地 区 或 群落 保护 起 来 并 不 会 构成 什么 大 问题 。 

附录 
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个 数 给 定时 的 配对 概率 
如 末 雄 雌 幼 虫 的 侵 人 概率 相同 且 相 互 独立 ,又 侵 和 人 幼虫 的 总 数 是 个 数 
?那么 一 幼虫 未 经 异性 交配 的 概率 是 


nl 


所 以 交配 的 概率 , 邮 配 对 概率 是 


(1) 


z) 

验证 这 一 公式 的 最 有 效 的 办 法 是 对 任何 nn, 取 Ca 十 5)" 的 二 项 展开 ,并 计 
算 成 对 4 的 总 数 与 表达 式 中 的 总 项 数 之 比 。 

侵 人 幼虫 数 是 奇数 时 的 概率 等 于 前 一 个 偶数 的 概率 。 

这 些 表 达 式 对 于 任何 WRX. H n 较 小 时 ,计算 工作 相对 说 来 还 容易 ; 
但 当 很 大 时 ,计算 却 非常 麻烦 。 还 好 我 们 可 以 用 一 个 简化 的 表达 式 , 它 是 通 
过 将 阶乘 2a4! 的 stirling 逼近 公式 代 人 (2) 得 来 的 ,近似 等 于 

1 一 0.7979n7°%% (3) 

FEA SCH, H n 超过 10 时 ,就 将 利用 这 一 近似 公式 视 为 合法 ,此 时 误差 
小 于 5 多 ,并 且 随 后 急速 下 降 。 

表 [ 中 对 于 直到 10 为 止 的 数值 是 根据 (2) 算 得 的 ,而 对 于 10 以 后 的 数 
值 由 (3) 算 得 。 

具有 一 定 平均 值 的 随机 分 布下 的 配对 概率 

如 果 某 已 知 数量 的 幼虫 按照 一 种 旦 机 的 方式 分 布 于 某 有 限 铬 落 ,使 得 每 
个 个 体 的 平均 数 为 ,那么 群落 中 载 有 0 个 ,1 个 ,2 个 ,3 个 ,… 幼 虫 之 个 体 
所 占 比 例 可 用 如 下 poisson 级 数 的 相继 诸 项 表示 : 


eritm 2 +E +e + | (4) 


处 于 载 有 0 个 ,1 个 ,2 个 ,3 个 … 幼 虫 之 寄主 身上 的 那些 幼虫 所 占 比 例 可 表 
示 为 如 下 级 数 


(2) 


2m 3m " 
m (ot m+ BE p ey. +o] 


的 相继 诸 项 。 
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用 (417 的 有 关 数 值 乘 (5) 的 相继 诸 对 (奇数 项 和 偶数 项 ), 得 未 配对 幼虫 的 

















大 概 比例 : | 
完 (@+mit (+5 ] mma) t Eta law) 
+ (6) 
略 作 化 简 , 即 得 配对 幼虫 所 占 比 例 为 : 
1 
m" md -2 
+ D 


对 任意 的 每 人 平均 载 蛆 量 , 蛆 的 随机 分 布 可 由 poisson 分 布 来 表示 ,表达 
式 (7) 给 出 了 配对 蛆 所 占 的 大 概 比例 。 为 了 当前 的 目的 ,我 们 把 平均 值 取 到 
10 为 止 ,这 时 poisson 级 数 融 全 成 为 正 态 分 布 。 对 于 更 大 的 平均 值 ,我 们 用 表 
达 式 (3)。 计 算 结果 证 明 , 这 两 者 的 误差 是 完全 可 以 接受 的 。 

由 于 我 们 把 随机 分 布 看 成 是 所 论 感染 的 特征 ,所 以 表达 式 (7) 或 (3) 要 在 
所 有 的 动态 方程 里 出 现 , 至 于 出 现 哪 一 个 , 则 是 依 wm 的 大 小 看 哪个 表达 式 责 
为 合适 来 定 , 级 数 (7) 无 法 用 解析 的 方法 来 估计 ;车 用 手工 方法 进行 一 连 串 的 
计算 则 又 过 于 烦 锁 ,而 它 却 是 动态 表达 式 中 不 断 出 现 的 重要 成 份 ,这 是 对 其 
进行 快速 估计 或 计算 的 主要 障碍 。 鉴 于 此 , 当 平均 值 为 10 时 ,我 们 已 将 (7) 自 
动 改 为 (3) 以 适合 计算 机 的 计算 ,这 一 改动 既是 计算 表 1 第 1 列 的 主 程序 ,也 
构成 了 以 后 计算 其 它 表 达 式 的 子 程序 。 

具有 配对 组 之 寄主 的 比例 

对 于 已 知 数 量 的 ” 个 雄 峻 幼虫 或 蛆 , 如 果 性 别 是 随机 分 布 的 , 则 它们 全 
部 辣 性 的 概率 是 
| 29 (8) 
因此 有 一 对 或 多 对 的 概率 是 

1 = 200" (9) 

FATA EEE PE he BL Sh t FIER, HT RIIZ aT PAi 
或 证 有 成 对 盟 之 寄主 的 大 概 比例 , 则 必须 将 表达 式 (8) 与 poisson 级 数 (4) 结 
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合 起 来 ,从 而 得 出 具有 一 对 或 多 对 蛆 之 寄主 的 大 概 比 例 ; 


m? m” 
z2 t tee +e} (10) 


这 是 表 工 第 2 列 的 基础 。 第 3 列 可 直接 由 poisson 级 数 求 得 。 

血吸虫 病 模型 

考虑 某 生态 区 域 里 的 感染 过 程 , 其 中 群体 均匀 地 分 布 着 ,总 数 为 P. 他 
们 有 具有 正规 的 生活 习惯 ,每 人 每 天 平均 角 水 EE 次 。 经 他 们 传 出 的 卵 中 接触 到 
水 的 占 某 个 固定 的 比例 c. 水 中 钉螺 寄主 的 密度 是 每 一 米 长 的 水 岸 有 5S 个 ， 
而 区 域内 水 岸 的 总 长 度 是 5. 水 中 毛 巍 过 上 并 刺 人 钉螺 的 可 能 性 是 

(1 一 e™") (11) 

这 是 Chernin 和 Donovan(1962) 经 过 对 毛 几 行 为 的 深入 研究 之 后 合乎 情理 地 
主张 使 用 的 概率 。 

然后 , 传染 过 程 可 分 为 四 个 步骤 :钉螺 所 受 的 感染 率 ; 幼虫 在 受 感染 钉螺 
体内 的 繁殖 ;因此 而 出 现 的 人 所 受 的 感染 率 ;以 及 人 群 中 感染 的 生长 。 

钉螺 的 接种 率 依赖 于 如 下 一 些 因素 :区域 里 人 的 总 数 .平均 载 姐 量 以 及 
蛆 中 能 繁殖 者 所 占 的 比例 ; 随 类 便 排出 的 卵 中 接触 到 水 的 那些 卵 所 占 的 比 
例 ;普通 毛 蚁 接触 到 钉螺 并 产生 效果 的 可 能 性 ; MUERE Ea PS 
钉螺 总 数 。 

在 这 些 因 素 中 ,平均 载 蛆 量 和 配对 蛆 的 比例 在 任 一 方案 里 都 是 变量 ,所 
以 必须 分 开 加 以 表示 ,写成 ra, 其 中 « 是 (7) 所 表示 的 m 的 函数 .除了 这 两 个 
因素 之 外 ,其余 因素 都 是 参数 ,在 任 一 固定 的 方案 里 通常 保持 不 变 。 但 群体 的 
大 小 、. 卵 中 触及 水 者 所 占 的 比例 以 及 钉螺 的 总 数 都 可 因 方 案 的 不 同 而 不 同 。 
这 些 因 素 按 照 一 次 乘积 的 方式 一 起 出 现 , 所 以 为 简单 计 , 用 单个 符号 来 表示 。 
但 为 了 进一步 的 简化 ,我 们 在 这 个 乘积 里 把 另 一 个 因素 , 即 受 感染 钉螺 活 到 
产 出 尾 蚁 的 概率 也 包括 进来 ,再 称 这 个 乘积 为 B. 于 是 ,总 感染 率 为 Bma. 

钉 蝶 感染 率 的 表示 方法 很 象 蚊子 对 堵 疾 狗 子 虫 的 感染 率 。 如 果 p 是 钉螺 
活 过 一 天 的 概率 , 则 这 一 感染 率 是 

受 感染 钉螺 体内 的 繁殖 速度 ,除了 依赖 于 其 感染 率 之 外 , ERA ATR 
的 总 数 . 一 个 受 感染 钉螺 的 日 平均 尾 蚁 产量 以 及 钉螺 处 于 感染 状态 的 时 间 。 


~~ m? 
lze (1 + m+ 2 + 


(12) 
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PE Ae AL FT Rh POR AS HS AE E12) Bf TAR ARTF RH eT 
JER SCAT Fy BAS DSR TÆ KR REA- K BE fk AE FB A 
MAAA TIRI EDR RE KR RE FS TS A a Da R A 
KRU TEH REH ET E W TBR ERLA KY) E Ah a E A 
个 因素 ,但 其 中 并 没有 内 部 可 变 的 因素 。 合 成 的 概率 又 是 一 个 一 次 积 , 以 下 记 
之 为 4, 可 通过 对 上 面 提 到 的 两 个 参数 的 修改 对 其 作 调 整 。 

于 是 .人 所 受 的 感染 率 是 


h ABna 


. ~ Bma — log, p 
重复 感染 是 这 里 的 规律 。 在 一 个 不 考虑 寄主 迁居 的 简单 模 弄 时 ,我 们 可 
以 把 以 前 用 于 症 疾 之 重复 感染 的 基本 导数 移植 到 这 时 ,得 到 


oh — rm (14) 


(13) 


_ Abne 
— Bma — log.p 


TEL Sa » BRL FEB FN TF Ot AR RE a A SER BA r 之 比 的 变化 而 变 
化 , 它 表 示 单 位 时 间 里 平均 载 姐 基 的 变化。 
通过 检查 可 以 发 现 ,这 个 式 子 的 积分 有 个 上 界 L, 还 有 一 个 使 导数 符号 
发 生变 化 的 下 界 拐点 。 由 于 a 的 表达 式 很 复杂 ,所 以 精确 计算 上 界 和 拐点 是 
不 可 能 的 ,不 过 还 是 可 以 得 到 下 面 的 近似 值 。 其 中 上 界 是 
L-4- 2 Oech) 


r 


— rm (15) 


(16) 


曲线 通过 拐点 时 ， 


_ r(— log, p) 
a = ~AR (17) 


虽然 我 们 无 法 用 解析 工具 来 证 时 这 些 结论 ,但 通过 对 -一 大 批 参 数 可 在 大 
范围 里 变化 的 方案 的 计算 ,结果 都 不 容 置 疑 地 表明 上 界 和 拐点 是 存在 的 ,并 
且 数 值 就 如 (16),(17) 所 示 。 所 以 不 要 求 有 很 高 的 精确 度 时 可 以 用 这 两 个 公 
式 。 

拐点 就 是 文中 所 述 的 临界 点 。 根据 (17) ,我 们 注意 到 拐点 对 包括 B 在 内 
的 四 个 因素 的 依赖 程度 是 相同 的 。 水 中 炊 使 污染 晤 是 其 中 的 -个 因素 ,这 就 
解释 了 如 下 的 断言 : 嚼 然 卫生 条 件 对 平衡 位 置 没 有 影响 ,但 它 对 临 办 点 的 影 
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响 却 相当 大 ,因而 对 其 它 控 制 措施 有 支持 作用 。 
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第 7 章 
淋病 扩散 模型 


Martin Braun * 


在 当今 美国 危害 较 大 的 传染 性 疾病 中 ,淋病 居于 首位 ,每 年 报 
导 的 淋病 病例 比 梅毒 .麻疹 .流行 性 腮腺 炎 和 传染 性 肝炎 的 病例 总 
和 还 要 多 。 公 共 卫 生 官 员 们 估计 ,每 年 染 上 淋病 的 美国 人 已 超过 
250 万 。 这 种 疾病 会 使 人 痛 蔡 不 进 , 又 极为 危险 , 它 是 由 六 球菌 引 
起 的 ,并 通过 人 性 接触 逐 人 人 传播， 感染 上 此 病 几 天 过 后 ,生殖 器 周围 
He RELA ,排尿 时 尤其 。 差 不 多 在 同一 时 期 ,又 会 出 现 一 种 男 
性 看 得 到 女性 可 能 看 不 到 的 排泄 物 . 受 感染 的 妇女 ,即使 在 疾病 已 
对 体内 造成 严重 损害 的 情况 下 ,也 可 能 没有 容易 辨认 的 症状 ,淋病 
只 能 用 抗生素 (通常 是 青霉素 ) 治疗 ,但 者 要 使 它 对 身体 不 造成 严 
重 损害 ,治疗 必须 极 早 进行 。 淋 病 如 不 加 治疗 ,就 会 引起 失眠 、 不 
育 、 关 节 炎 、 心 力 衰 竭 并 最 终 导致 死亡 ， 

本 章 我 们 要 对 淋病 扩散 建立 数学 模型 。 由 于 淋病 的 感染 期 通 
各 很 长 ,而 孵 卵 期 很 短 (3 一 7 天 ), 所 以 我 们 的 工作 可 以 大 大 简化 。 
在 模型 里 ,我们 假定 个 体 染 上 淋病 后 就 立即 受 感染 。 另 外 ,对 于 得 
过 淋病 .业已 康复 的 那些 个 体 ,淋病 对 他 们 没有 任何 免疫 作用 。 也 


* Department of Mathematics. Queens College, Flushing, NY11367. 
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就 是 说 , 梭 继 康复 之 后 ,个 体 又 是 易 受 感染 的 。 所 以 ,我 们 把 群体 中 
性 欲 强烈 又 无 节制 的 那 部 分 分 为 两 组 ,一 组 是 易 受 感染 者 , 另 一 组 
是 患者 。 假 设 在 时 刻 t,c1(2) 为 男性 性 乱 者 总 数 ,c2(2) 为 女性 性 乱 
者 总 数 ,x(t) 男 性 患者 总 数 ,y(2) 为 女性 患者 总 数 。 那 么 易 受 感染 
的 男性 总 数 和 易 受 感染 的 女性 总 数 分 别 为 c1(D) 一 x(D 和 csC2) 一 y 
CO). 我 们 假定 淋病 的 扩散 受 约 于 如 下 的 规则 : 

(1) 男 性 患者 被 治愈 的 的 速率 与 其 总 数 成 比例 , 比例 常数 为 
Q， 女 性 患者 被 治 印 的 速率 与 其 总 数 成 比例 ,比例 常数 为 a 常数 
a DAF as, 这 是 因为 男性 患者 很 快 就 有 痛苦 的 症状 ,因而 会 马 
上 去 寻求 治疗 。 另 一 方面 ,女性 患者 通常 没有 症状 ,因而 受 感染 的 
时 间 要 长 得 多 。 

(2) 男 性 群体 中 新 增 患 者 的 速率 与 男性 易 受 感染 者 和 女性 串 
者 的 总 数 成 比例 ,比例 常数 为 六 . 同样 ,女性 群体 中 新 增 患 者 的 速 
率 与 女性 易 受 感染 者 和 男性 患者 的 总 数 成 比例 , 比例 常数 为 b 

(3) 男 性 性 乱 者 总 数 和 女性 性 乱 者 总 数 都 保持 不 变 ,分 别 为 常 
Bc. 和 cz 

ALM CD) — 34 ERR 


=— aT + bla — xy 
dy 
T TT ey + bele — x (1) 


注 方程 组 (1) 只 考虑 由 异性 间 的 性 接触 引起 的 淋病 病例 ,至 
于 同性 间 的 性 接触 (假定 同性 恋 和 异性 恋 不 会 相互 影响 ) ,我 们 放 
在 练习 5 和 练习 6 讨论 , 昌 前 ,由 同性 恋 引 起 的 淋病 病例 在 总 病例 
中 所 占 比 例 很 小 。 令 人 惊 呀 的 是 ,对 于 梅毒 病例 ,这 种 情况 就 完全 
相反 了 。 事 实 上 ,在 1973 年 ; 罗 得 岛 所 报导 的 所 有 梅毒 病例 中 ,至 
DA 90 多 是 由 同性 恋 引 起 的 .这 个 数 并 不 象 初 看 起 来 那么 令 人 
吃惊 。 人 在 感染 了 梅毒 之 后 的 10 一 90 天 内 ,在 细菌 进入 体内 的 地 
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Fi 8 AR. — SAS BAB ACA PEC Be E a I] 
HEA EA ALE AR RAR IXTPABA BR SRE 
疗 的 ,因为 那样 的 话 , BETS ZIT AB EF) PERS. LAL A SH 
通常 没有 痛苦 , 几 天 过 后 就 会 消失 ,所 以 他 也 不 会 为 之 着 急 。 另 一 
方面 ,淋病 的 症状 相当 明显 而 又 痛苦 ,所 以 同性 恋 者 会 马上 去 寻求 
治疗 ,而 县 由 于 淋病 的 症状 出 现在 生殖 器 周围 ,他 不 必 会 开 他 本 人 
是 同性 恋 者 。， 

分 析 微 分 方程 组 (1) 的 第 一 步 是 证 明 该 方程 组 是 合理 的 ,具体 
地 说 ,我 们 必须 证 明 x(2),y(z) 永 远 不 会 变 负 ,而 且 分 别 永远 不 会 
超过 cl Al co. 这 时 引 理 1 和 引 理 2 HAR. 

引 理 1 Rr AM yo 是正 的 , 则 对 一 切 cnc). y(t) 
也 都 是 正 的 。 

引 理 2 MOR UDF cre y lt NF co» WR — E tto x(t) 
小 于 ciy aF cz 

引 理 1 的 证 有 明 ”假定 引 理 1 RAY. Rt >t ,是 第 一 个 使 得 
z 或 ?为 零 的 那个 时 刻 。 不妨 设 z+ 先 取 零 值 .计算 (1) 的 第 一 个 方 
EARE =t 处 的 值得 到 co Shaye. 这 个 数 是 正 或 负 
的 .( 注 意 yo ) 不 可 能 等 于 零 , 因 为 x 二 0,y=0 是 (1) 的 一 个 半 衡 
解 .) 因 此 ,对 于 接近 于 1 而 又 小 于 2 的 1,z (2) 小 于 零 , 但 这 与 2 
是 第 一 个 使 得 COS FEMA. Aye ) 二 0, 我 们 可 以 得 
到 同样 的 了 矛盾。 所 以 对 于 t 宇 to,z (2) 和 yO A IE. 

引 理 2 的 证 明 假定 引 理 2 AR. Ri Dn 是 第 一 个 使 得 x 
=c 或 ?一 cz 的 时 刻 。 不 妨 设 ce =a. 计算 (1) 的 第 一 个 方程 右 
边 在 上 一 睛 处 的 值得 到 aO = an. 这 个 数 是 负 的 。 因 此 , 对 于 
RUF MNF Cy. cOKFT o (ARSC RRR COS Fa 
的 第 一 个 时 刻 矛 盾 。 若 ?>(G) co FRAT AY LAGS FN DE PS. Ph 
对 于 tty cS cry (Ost co. 

证 明了 方程 组 (1) 是 淋病 的 合理 模型 后 ,我 们 现在 来 看 它 对 这 
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种 疾病 将 来 的 发 展 情况 能 作 什么 预言 。 淋 病 将 如 图 7. 1 的 数据 所 
表明 的 那样 迅速 扩散 而 无 法 控制 呢 ? 还 是 最 终 平稳 下 来 ? 下 面 这 
个 流行 病 学 中 极为 重要 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 (a) AU aas PF bibie: MCL) A 0 过 X06) 过 ci 
O<yCto) en MRED 2). ) t 趋 于 无 穷 时 趋 于 平衡 解 : 


_ b,8.¢,€, 一 didə o 2Doclicy — ud» 
aib, + biba, °? a,b, + bibe, 


换言之 ,男性 患者 总 数 和 女性 患者 总 数 最 终 要 平稳 下 来 。 

(b) 假 如 aya, 大 于 pcic 则 (1) 的 满嘴 0 二 za)<c0 二 
YAD <c: 的 每 个 解 OO), yO 当 上 趋 于 无 穷 时 趋 于 零 。 换 言 之 , 淋 
病 最 终 会 消失 。 


"50 '52 ‘54 '56 758 '60 62 '64 ‘66 68 70 172 
财政 年 度 
图 7.1 1950 一 1973 年 报导 过 的 淋病 病例 数 (单位 : 千 人 ) 
证 明 的 第 一 步 是 把 矩形 <c Oy <e, 分 成 若干 区 域 ,使 
得 在 每 个 区 域 里 dz/dt,dy/d 都 有 固定 的 符号 。 这 可 以 用 下 面 的 
方法 来 实现 :在 (1) 中 令 dr/dt=0, FIE y 当 作 > 的 函数 求解 所 得 
方程 ,得 
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a,x 


y= ble — x) = f(r). 


_ Ay 5 — bocz £ — 
T Be RY g Be = PO. 


我 们 先 注意 到 p(x) 和 p(x) 都 是 xz BY a8 Sg PRs Sw 趋向 于 
c 时 ,g(r) 趋 于 无 穷 ; Br ETER ADAT cz 其 次 ,我 们 
注意 曲线 y 二 p(x) 和 yy 一 (x) 相交 于 (0,0) 和 (zo,yo) ,其 中 


_ bib — aya» _ Vibscics — ayy 


T5 a,b, + bbc: > yo a,b, +. bbc: 
再 次 ,注意 在 x 二 0 处 ,gp(z) 增 加 得 比 p(x) 快 ,这 是 因为 
(0) = 2 > pb = g0). 


1 
1%] 





y= P(r) 





Al 7-2 
A XIF Sr <Ir pe ODF ALDEN: RIF zo 过 XZ 之 ci 多 
DAF GCA PA R 7.2 所 示 。 又 (rosyo) 是 (1) 的 平衡 点 ， 
AA r= ry = y 时 ,dx/dt 和 dy/dt WHE. | 
最 后 ,注意 dz/d 在 位 于 直线 > 一 wx) 上方 的 任何 一 点 (Cz,y) 
处 都 为 正 ,在 位 于 该 曲线 下 方 的 任何 一 点 (x,y) 处 都 为 人 负 。 同样 ， 
dy/de 在 位 于 曲线 y= 二 p(x) 上 方 的 任何 一 点 (x,y) 处 都 为 正 ,在 位 
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于 该 曲线 下 方 的 任何 一 点 (zy) 处 均 为 负 。 因 此 , 曲线 y= 二 p(x) 利 
3y= 旬 (z) 把 矩形 OS are 0S ye, 分 为 四 个 区 域 , 在 这 四 个 区 域 
里 ,dx/dt 和 dy/di 都 有 固定 的 符号 ( 见 图 7. 2). 

在 此 基础 上 ,我 们 需要 下 面 四 个 引 理 。 

引 理 3 (1) 的 任 一 解 ce) yO) AERA =t AR RT h 
发 , 则 在 将 来 的 任 一 时 刻 te 仍 保持 在 这 一 区 域 里 ,而 且 当 上 趋 
于 无 穷 时 趋 于 平衡 解 T= Zos YT Yo l 

WEAR 假如 (1) 的 解 ce) ,yO 在 时 刻 t=t"' 离开 区 域 1, 则 或 
Ace ) 为 零 , 或 者 ye ) 为 零 , 因 为 (1) 的 解 离开 区 域 了 的 唯一 办 
法 是 跨越 曲线 y= 二 pCz) 或 曲线 y= ela). 假定 xz(2')==0, 对 (1) 
的 第 一 个 方程 两 边关 于 上 RHO tHe 

Pate") - = ble, — rG" )) ote 

这 个 数 是 正 的 ,因为 ce ) 小 于 oc, 而 且 在 曲线 y=9.(x),o 过 zx 过 
xo Edy/dt 是 正 的 。 因此 xz(2) 在 1=t* 达 到 最 小 值 , 但 这 是 不 可 能 
的 , 因为 当 ra ,y(t) 处 于 区 域 1T 时 ,z(t) 是 增 函 数 。 同 样 ,如 果 y 
@*)=0, M] 





DED = ble — 9") 

这 个 数 是 正 的 ,因为 yO" ) 小 于 tia teen Y=BCr). Kr 

zo 上 dz/dty 为 正 。 因 此 yO E t=" 处 达到 最 小 值 。 但 这 是 不 可 
RERI, A H ra) y OAF KIR I B, yo ERA. 

上 述 讨论 说 明 , (1) 的 任 一 解 z(t),y(2) ,车 在 时 刻 1 二 io。 从 区 

域 1 出 发 , 则 在 将 来 的 任 一 时 刻 t 宇 to 仍 保持 在 区 域 1 里 , 因此 ,只 

H rAr yE) Kyo xt), yo RE tt 的 单调 递增 函数 。 因 

此 , 当 t BFEARN OM y(t) 分 别 有 极 限 $ 和 7. GERACE, 

7) 是 (2) 的 一 个 平衡 点 。 再 从 图 7. 2 容易 看 出 , (1) 的 平衡 点 只 有 

(0,0) 和 (xo,yo). 但 由 于 x0,yQ) 都 是 时 间 的 单调 递增 函数 ,(， 


ay") ) 
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7) 不 可 能 等 于 (0,0). 因此 , (059) 一 (zoyo), 这 就 证 明了 引 理 。 

引 理 4 (DAE ra), ya), MRNA =i MK RM 
出 发 , 则 在 将 来 的 任 一 时 刻 仍 保持 在 这 一 区 域 并 最 终 趋 于 平衡 解 
L=Xor Y= Yo 

证 明 完全 与 引 理 3 一 样 ( 见 练习 1). 

引 理 5 (1) 的 任 一 解 z(),yC) BENZ t=to 从 区 域 1 出 
发 , 且 在 将 来 的 任 一 时 刻 仍 保持 在 这 一 区 域 , 则 当 + 趋 于 无 穷 时 ,x 
E), yO TFE c= 20. = yo. 

证 明 如 果 (1) 的 一 个 解 z(2),y() 对 于 1 之 to 都 处 于 区 域 1， 
则 当空 时 ,z(G0) 单 调 下 降 ,y(G0) 单 调 上 升 。 另 外 ,对 于 i 之 to z(t) 
为 正 ,yb 小 于 co 因此 , 当 上 AFER N OAM yO HA RR 
“和 7 这 又 表明 必 ,77 是 (1) 的 一 个 平衡 点 。 再 由 于 yO UE 
增 函 数 , (和 ,7 必 不 等 于 (0,0)， 所 以 (入 7 一 (royy) ,这 就 证 明了 
引 理 5. 

引 理 6 (1) 的 任 一 解 rt), yt) CERI =e. 从 区 域 W 出 
发 , 且 在 将 来 的 任 一 时 刻 仍 保持 在 区 域 W , 则 当 上 趋 于 无 穷 时 , 
HO, yM BAFE r= y= yo. 

证 明 与 引 理 5 完全 相同 ( 见 练习 2). 

现在 我 们 可 以 来 证 明 前 面 的 定理 了 。 

定理 的 证 明 〈a) 引 理 3 和 引 理 4 表明 ,在 时 刻 c= to 从 区 域 
TaD RAY) AE ae) yO) a 趋 于 无 穷 时 必定 趋 于 平 
衡 解 zx 一 zo,y 一 yo， 同样 , 引 理 5 和 引 理 6 表明 ,从 区 域 1 或 N 出 
发 ,并 在 将 来 的 任 一 时 刻 都 保持 在 这 两 区 域 的 (1) 的 任 一 解 ra), 
IOUT =r y= y. 再 注意 到 (1) 的 解 T(2),y(1) 一 日 
离开 了 区 域 1 或 N , 它 就 必定 要 跨越 曲线 y= 二 9p (z+) 或 y= 二 G(x)， 
而 且 紧 接着 进入 区 域 BR. 因此 ,从 区 域 【 或 N 内 或 曲线 y= 
(ORK y= la) EH RNC) EAR ce). y (2) ae th OE 
解 x(t) = ro y(t) = yo. 





y= f(x) 


Y = È, (x 





(0,0) ĉi 


7.3 

(b) 证 法 1. 如 果 aa, 大 于 bbc WHR y= E (OM y=@ 
(z) 具 有 图 7.3 所 画 的 形状 。 在 区 域 1 ,dz/d 为 正 ,dy/di As E 
区 域 1 de/d: 和 dy/di 均 为 负 ; 在 区 域 和 ,dzr/dz 为 负 ,dy/di 为 
正 。 容 易 证 明 ( 见 练习 3). AER ze) yt), AERA t= to 
从 区 域 工 出 发 , 则 在 将 来 的 任 一 时 刻 都 必定 保持 在 这 一 区 域 里 , 而 
HX: 趋 于 无 穷 时 趋 于 平衡 解 zx 一 0,? 王 0. 也 不 难 证 明 ,(1) 的 解 
x(t), yt) AEM Al =t 从 区 域 I 或 由 出 发 , 则 必定 要 跨越 由 线 
y=eo RK yea) ,而 且 紧 接着 进入 区 域 1( 见 练习 4)， 因 此， 
满足 0<z(t)<c 和 0< yl )<c, 的 (1) 的 每 个 解 当 上 趋 于 无 穷 时 
必定 趋 于 平衡 解 x 二 0,y=0. 

证 法 2. 我 们 要 说 明 怎 样 用 Poincare 一 Bendixson 定理 ”来 
给 出 (b) 的 一 个 漂亮 证 明 。 注 意 到 微分 方程 组 (1) 可 以 写成 


dfx —a, rc Va bzy 

ae |- P "a Jz] ae 2) 
所 以 (2) 的 平衡 解 zx=0,y= 一 0 的 稳定 性 依 如 下 线性 化 了 的 方程 组 
之 平衡 解 + 二 0,y=0 的 稳定 性 而 定 : 





* Martin Braun. Diffevential Equations and Their Applications. New York; Springer 
— Verlag. 1975,4.8 节 。 
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dfa x —a be, rz 

ill a|*|- | b 一 aie 
RPE 4 的 特征 多 项 式 为 

ÀA — Ca, +a,)A+ aya, 一 DBocics 
它 的 两 个 根 是 
1 二 二 《al + a) t [Lla 十 “ey — 4(aia; 一 Bibacrc) |" 

容易 验证 这 两 个 根 都 是 实数 ,而 且 是 负 的 ,所 以 (2) 的 平衡 解 x= 
0,y 一 0 是 渐 近 稳定 的 。 因 此 ,从 充分 靠近 原点 c= y= 0 处 出 发 的 
(1) 的 任 一 解 ze,y(b9 当 上 趋 于 无 穷 时 趋 于 原点 。 现 在 假定 (1) 的 
解 x(t), y(t) We AE OS ty) ey Oy (to) ez 但 当 上 趋 于 无 穷 时 
并 不 趋 于 原点 。 根 据 前 面 的 说 明 , 这 个 解 与 原点 必定 始终 保持 着 某 
一 最 短 的 距离 .因此 , 它 在 上 之 b 时 的 轨 线 位 于 x 一 y 平 面 上 一 有 界 
区 域 , 生 该 区 域 不 含 (1) 的 平衡 点 。 所 以 ,根据 Poincare 一 Bendixson 
定理 ,其 轨 线 螺旋 式 地 上 升 ,最 终 变 成 (1) 的 某 周期 解 的 轨 线 。 但 
是 ,微分 方程 组 (1) 在 第 一 象限 x 宇 0,y 之 0 没有 周期 解 , 这 时 由 于 
4x 和 y 都 非 负 时 ,* 


a 0 
元 [一 az + bc, 一 xy] + yh azy + b,c, 一 yz] 


=— (a, + a; + by + br) 
MRAM. At WE ST) Kc Kye 的 每 个 解 当 上 趋 
于 无 穷 时 趋 于 平衡 解 zx 一 0,y 一 0. 

BEART BM 4) 12 0b) brci ce 的 值 是 相当 困难 的 。 事 实 上 ,对 
于 表示 女性 感染 期 的 平均 长 度 的 ala 同样 可 解释 为 男性 感染 期 
的 平均 长 度 ), 那 怕 是 作 粗 略 的 估计 也 是 不 可 能 的 ,原因 是 多 数 女 
性 没有 症状 。 因 此 ,女性 感染 期 短 时 可 以 短 到 只 有 一 天 ,长 时 可 以 


* KES EW RH Differential Equations and Their Applications} (Springer 一 Ver- 
lag. 1975)4. 8 节 问题 11. 
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远 远 超出 一 年 。 但 是 ,从 公众 健康 方面 的 数据 查 明 ana, 是 否 小 于 
bibicicz 还 是 有 可 能 的 ,下 面 来 看 怎么 做 到 这 一 点 .注意 条 件 aa 所 
ol6:clcs 等 价 于 


bicia 可 看 成 在 每 个 男性 都 是 易 受 感染 者 的 情况 下 ,一 个 女性 串 
者 在 其 感染 期 里 平均 接触 的 男性 个 数 。 同 样 ,bzcs/ai 可 看 成 在 每 个 
女性 都 是 易 受 感染 者 的 情况 下 ,一 个 男性 患者 在 其 感染 期 里 平均 
接触 的 女性 个 数 。bic1/as 和 bzcs/ai 分 别称 为 女 性 极 大 接触 率 和 男 
性 极 大 接触 率 。 这 样 ,定理 就 可 以 解释 为 : 

Ca) 如 果 男 性 极 大 接触 率 和 女性 极 大 接触 率 的 乘积 大 于 1, 则 
淋病 将 趋 于 非 零 的 稳定 状态 。 

Cb) MAR FS ERK IKARA 性 极 大 接触 率 的 乘积 小 于 1, 则 
淋病 会 最 终 消 失 。 

1973 年 ,一 个 男性 患者 在 其 感染 期 内 平均 接触 的 女性 个 数 为 
0. 98; 而 一 个 女性 患者 在 其 感染 期 内 平均 接触 的 男性 个 数 为 
1. 15. 这 两 个 数 分 别 作 为 男性 极 大 接触 率 和 女性 极 大 接触 率 的 近 
似 值 ,其 近似 程度 是 很 好 的 。 另 外 ,这 两 个 数 的 乘积 不 超过 男性 极 
大 接触 率 和 女性 极 大 接触 率 的 乘积 。( 男 性 患者 和 女性 患者 在 其 感 
染 期 内 的 接触 次 数 略 小 于 男性 极 大 接触 率 和 女性 极 大 接触 率 。 但 


实际 接触 次 数 常 大 于 一 个 患者 所 报告 的 次 数 .)1. 15 与 0. 98 的 乘 


BOY 1.0682. 所 以 淋病 将 最 终 趋 于 非 零 的 稳定 状态 。 

注 我 们 的 淋病 模型 是 颇 为 粗粮 的 ,因为 它 把 所 有 的 男性 性 
乱 者 和 所 有 的 女性 性 乱 者 混为一谈 ,而 不 管 他 们 的 年 龄 大 小 如果 
把 男性 群体 和 女性 群体 按 年 龄 分 组 ,再 计算 每 一 组 里 患者 的 变化 
情况 ,这 样 就 可 以 得 到 一 个 更 为 精确 的 模型 .这 项 工作 最 近 已 经 完 
成 ,但 分 析 起 来 非常 困难 ,无 法 在 这 里 详 述 .我 们 只 提 一 下 ,可 以 得 
到 一 个 与 上 述 定理 完全 类 似 的 结果 :或 者 在 每 个 年 龄 组 里 淋病 消 
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失 , 或 者 在 每 个 年 龄 组 里 病例 数 趋 于 一 个 正常 数 ， 
练 习 


在 练习 1 和 2 我 们 假定 ajaz bi bce. 

1. (a) 假 定员 ) 的 一 个 解 z00) ,3200 在 时 刻 =t 跨越 曲线 =e MR y= 
离开 图 7.2 AY BEE. PRUE 2 (Al y《) 中 必 有 一 个 在 1==:" 处 达到 最 大 值 。 
由 此 ,再 证 明 这 是 不 可 能 的 。 因 此 可 以 得 到 这 样 的 结论 ;(1) 的 解 sy) 
如 果 在 时 刻 上 一 0 从 区 域 工 出 发 , 则 在 将 来 的 任 一 时 刻 rato 仍 保持 在 区 域 
I. 

Cb) Al FF] Ca) AYES HE DEB: AR AEA CL AEE fe) yO Ye ATES 

时 有 极限 5,7, PRI FRE BH CE 7) DASE Cary yo). 

2. BEDAK ra), y ORFE A ! 宇 to 都 落 在 图 7.2 的 区 域 W. 试 证 > 
Oya 当 上 趋 于 无 穷 时 分 别 有 极 限 ey 由 此 再 证 明 (f ,有 等 末 (zoyyo). 

在 练习 3 和 + 我 们 假定 a1az>b1baciez. 

3. REDHA O, yO PERT RY 一 六 跨越 曲线 > 一 中 Cz) 或 了 = 和 (zz) 人 而 离开 图 
7.3 的 区 域 1. GEM eC RY Ce) PE tet 处 达到 最 大 值 . 再 据 此 证 明 这 是 不 可 
能 的 。 因此 我 们 得 到 结论 : (OW rO, yO MMR FEAT BA r= to 从 区 域 工 出 发 ， 
则 在 将 来 的 任 一 时 ta 仍 保 持 在 区 域 工 . 

4. OBREDA G), yd ER BY A tro 都 位 于 图 7. 3 的 区 域 1 或 1. 证 

HOR IOM i 趋 于 无 穷 时 分 别 有 极 限 5 ,人 
Cb) HERA CE. 9) = (0,0). 
Co) MFR ra) y Ce) ETAT ey BS Bad to AB REP LE Kh To EH CE RTT 
能 等 于 《0,0)， 
Cd) HERA MA HER Y= a Co) ER ?一 多 (要 上 出 发 的 (1) 的 任 一 解 z6r) yo) 
即 进入 区 域 I. 
5. 假定 marhh 直接 证 明 41i) 的 平衡 解 r= royn yo 是 渐 近 稳定 和 的。 当心 ， 
计算 工作 是 极为 繁重 的 。 
6. 假定 同性 恋 者 的 总 数 是 不 随时 间 而 变 的 常数 , 记 此 常数 为 c. 设 ee) Wy ERT AI 
患 有 淋病 的 同性 恋 者 之 总 数 , 再 假定 同性 恋 者 中 , 潮 病 被 治 您 的 比例 为 m ,新 增 
患者 的 速率 为 Bi (ci 一 T)zy* 


* 此 处 的 o 与 本 题 中 两 处 c 似 应 一 致 。 一 一 详 注 
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(a) WENA r=— azrt pizle— r). 
(b) H t AFERE O AEREE. 

7. 假定 同性 恋 者 的 总 数 ct) 按照 还 辑 律 “= cc 一 如 ) 增 长 ,其 中 必 6 是 正常 数 。 又 
记 工 (四) 为 在 时 刻 t 患 有 淋病 的 同性 恋 者 之 总 数 ,并 假定 x 二 一 mx 十 Pix (ec 一 zz)， 
试问 当 ! 趋 于 无 窃 时 ,zx() 会 怎么 变化 。 


教师 参考 


目的 ”证 明 淋 病 的 发 病 率 最 终 会 稳定 下 来 变 成 一 个 常数 值 。 
预备 知识 ”微分 方程 概念 ,平衡 点 概念 , 微 积分 。 
时 间 一 到 两 次 课 。 





第 8 章 


DNA, RNA 和 随机 交配 ， 
乘法 原理 的 简单 应 用 


Helen Marcus— Roberts * 


1. 3 引 A 


数学 的 简单 应 用 有 时 可 使 我 们 看 透 一 些 有 趣 的 生物 现象 。 我 
们 考虑 乘法 原理 为 例 。 用 简单 的 计数 方法 对 各 种 潜在 的 可 能 性 进 
行 计 数 有 助 于 我 们 更 深入 地 理解 自然 界 的 千姿百态 以 及 人 与 人 之 
间 的 千差万别 。 

我 们 要 回答 的 问题 有 :要 完全 达到 一 个 成 年 人 的 细胞 总 数 必 
须 进行 多 少 次 细胞 分 裂 ( 有 丝 分 裂 )?RNA 的 基本 密码 为 什么 由 三 
个 基 组 成 ? 有 性 繁殖 的 生物 体 为 什么 这 么 千差万别 ? 有 机 体 发 育 
成 为 能 正常 运行 的 机 体 所 需要 的 所 有 信息 怎样 贮存 在 一 个 细胞 
里 ? 怎样 用 随机 交配 来 解释 同一 家 庭 的 不 同 成 员 之 间 存 在 着 很 大 
的 差异 ?我 们 将 看 到 ,对 可 能 出 现 的 各 种 情况 加 以 计数 即 可 回答 这 
些 问题 ,这 些 可 能 的 情况 可 用 简单 的 计数 原理 一 -乘法 原理 ,进行 


* Department of Mathematics and Computer Science. Montclair State College. Upper 
Montclair, NJO7043. 





计数 。 
2. 乘法 原理 


2.1 原理 


计数 原理 《就 这 里 的 特定 情况 而 言 , 指 乘法 原理 ) 可 使 我 们 毋 
须 列 举 所 有 可 能 出 现 的 结局 就 可 以 进行 计数 。 我 们 通过 下 面 的 例 
子 来 说 明 乘 法 原理 ,假定 你 正 作 一 项 调查 ,要 确定 各 类 大 学 生 的 人 
数 。 我 们 感 兴趣 的 类 别 有 性 别 ( 男 或 女 ); 和 所 处 的 年 级 (一 年 级 \ 二 
年 级 、 三 年 级 和 四 年 级 )， 有 多 少 种 不 同 
的 类 别 呢 ? 我 们 先 列举 各 种 可 能 性 ,然后 8 
FPEF MB — AS IG Bel] BHA, 
注意 到 可 以 把 所 有 的 人 按 性 别 分 为 两 
类 ,这 可 用 树 来 表示 ,如 图 8. 1 所 示 。 同 
样 ,可 对 男生 和 女生 分 别 按 年 级 进行 分 


一 年 级 
一 一 年 级 


一 一 一 


下 三 年 级 





所 有 的 人 





图 8.2 

类 。 这 样 就 得 到 如 图 8. 2 所 示 的 树 。 把 各 种 可 能 性 加 起 来 ,我 们 看 
到 ,男生 可 分 为 四 类 ,女生 也 是 如 此 。 于 是 类 别 的 总 数 是 4 十 4 一 4 
X1+1)=4K%2=2XK4=8. 可 以 赋 于 作 乘 法 的 这 两 个 数 一 定 的 
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意义 。 我们 注意 到 ,在 乘积 4X2 中 ,2 是 学 生性 别 可 能 性 的 总 数 ,4 
是 年 级 的 总 数 。 因 此 , 乍 看 起 来 ,只 要 考虑 第 一 种 选择 可 能 性 的 总 
数 和 第 二 种 选择 可 能 性 的 总 数 ,然后 将 两 者 相 乘 即 可 得 到 类 别 的 
总 数 。 一 般 地 ,我 们 可 以 把 这 个 规则 表示 如 下 : 

〈 做 第 1 件 事 的 选择 种 数 ) x (做 第 2 件 事 的 选择 种 数 ) 。 


市 长 副 市 长 
一 一 CLG, . 
CLG, 
Caz—— cic, 4 
CLG, 
oo CLG, 
CLG, 
CG: 三 一 -一 er, 
CLG, 
一 一 CLG, 
ee CLC, 
CG coe t 
CLG, 








图 8. 3 


FE TEAR FRE REE ZA BUN Po EP EY 
HEREMIA T A “MBean AARE A Sc wad A 
长 。 可 能 出 现 的 得 胜 者 的 组 合 有 多 少 呢 ? 我 们 先 用 树 把 所 有 可 能 
出 现 的 情况 都 列举 出 来 。( 见 图 8. 3) 数 一 下 所 有 可 能 出 现 的 候选 
人 的 组 合 即 可 发 现 共 有 12 种 情况 。 注 意 这 个 数 可 从 4 十 4 十 4 一 4 
X(1+14+1D=4xX3=3X4=12 得 到 。 这 里 又 是 在 作 同 样 的 运算 ， 
即 先 确 定 出 每 种 选择 的 种 数 , 再 将 其 相 乘 .现在 我 们 可 以 把 乘法 原 
理 正 式 陈 述 出 来 。 

乘法 原理 BERRIA m 种 方式 出 现 ,又 假定 不 管 此 事 按 
哪 一 种 方式 出 现 , 另 一 件 事 均 可 以 n; 种 方式 出 现 。 那 么 出 现 两 者 
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的 方式 种 数 为 nj Xn, BP 
(第 一 个 方式 数 ) X (第 二 个 方式 数 )。 
乘法 原理 的 推广 ”假定 某 事 可 用 m 种 不 同 的 方法 来 完成 ;每 
选 定 其 中 的 一 种 方法 ,第 二 件 事 都 可 用 wz 种 不 同 的 方法 来 完成 ; 
每 选 定 前 两 件 事 的 一 种 做 法 ,每 三 件 事 都 可 用 m 种 不 同 的 方法 来 
完成 。 那 么 完成 这 三 件 事 的 方法 种 数 是 完成 每 件 事 的 方法 种 数 的 
FEAR MA ny Xng XK ng 种 方法 。 同 样 ,可 以 把 这 种 规律 推广 到 多 于 
三 件 事 的 情况 , 即 , 有 XnsXnsXm XnsX… 种 方法 。 
现在 我 们 看 到 ,如 果 要 推广 第 一 个 例子 ,把 按 专 业 分 类 也 包括 
进来 ,我 们 就 可 以 用 推广 了 的 乘法 原理 .假定 在 调查 的 时 候 要 把 学 
生 按 性 别 ( 男 或 女 ), 年 级 (一 年 级 .二 年 级 .三 年 级 或 四 年 级 ) 和 专 
业 ( 社 会 科学 .商业 管理 .数理 科学 .生物 、 化 学 或 物理 ) 分 类 .注意 ， 
在 这 种 情况 下 ,如 要 用 树 把 所 有 的 情况 都 列举 出 来 ,就 不 仅 相当 费 
事 , 而 且 看 起 来 眼花 综 乱 。 但 若 用 推广 了 的 系 法 原理 , 则 计算 类 别 
之 总 数 就 轻而易举 了 。 由 乘法 原理 我 们 知道 ,第 一 种 分 类 有 两 种 选 
择 ,第 二 种 分 类 有 四 种 选择 ,第 三 种 分 类 有 六 种 选择 ,因此 类 别 的 
总 数 是 2X4X6 一 48.《〈 这 类 问题 对 于 制作 调查 表 以 及 弄 清 所 能 收 
到 的 不 同 答案 的 总 数 是 很 重要 的 。) 


2.2 在 二 分 裂 上 的 应 用 


考虑 像 二 分 裂 这 样 的 过 程 ,例如 ,考虑 阿 米 巴 或 草 履 虫 的 二 分 
型 过 程 。 假如 这 些 生物 体 不 断 进行 繁殖 ,没有 任何 中 断 或 干扰 ， 
那么 从 单个 阿 炒 巴 或 草 履 虫 开始 经 过 5 代 ,10 代 或 20 代 繁殖 可 
以 达到 多 少 阿 米 巴 或 草 履 虫 呢 ? 正如 数学 在 现实 世界 里 的 许多 应 
用 一 样 ,这 里 重要 的 是 要 搞 清 我 们 对 之 提出 问题 的 过 程 .一 旦 明白 


*G ZNK (Governor) 的 第 一 个 字母 ,LG 是 副 市 长 (Lieutenant Governor ) fy 47 
“ss 阿 米 包 和 草 暴 虫 都 是 单 细胞 生物 。 
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了 某 个 特定 的 现象 ,那么 提出 数学 问题 就 变 得 更 为 容易 .就 现在 的 
情况 耐 言 ,我 们 必须 搞 清 阿 米 巴 或 草 履 虫 是 怎样 进行 二 分 烈 的 ,一 
次 二 分 询 的 结局 是 一 个 阿 米 巴 或 草 履 虫 变 成 两 个 阿 米 巴 或 草 恬 
由 ,如 图 8.4 所 示 。 要 知道 经 过 五 代 繁殖 后 可 达到 多 少 个 阿 米 巴 
( 草 履 虫 ) ,我 们 只 需 应 用 乘法 原理 即 可 。 经 第 一 代 繁 殖 有 两 个 后 
代 , 每 个 后 代 经 第 二 代 繁殖 又 有 两 个 后 代 , 第 二 代 繁 殖 的 每 个 后 代 
经 第 三 代 繁 殖 还 是 获得 两 个 后 代 , 如 此 等 等 ,因此 ,根据 乘法 原理 ， 
五 代 繁殖 结束 时 阿 米 巴 ( 草 履 虫 ) 的 总 数 是 

第 1 代 | _/ 第 2 代 | 1 第 3 代 | 1/ 第 4 代 | 1 第 5 代 

aam ann aan aan” aa 

代入 正确 数据 知道 ,从 单个 阿 米 巴 RB) FEA TAR 
殖 后 可 达到 2X2X2X2X22s=- 32 个 阿 米 巴 。 作 同样 的 分 析 知 道 ， 
十 代 繁 殖 结束 时 有 2X2X2X2X2X2X2X2Xx2Xx2 一 20 一 1024 
个 阿 米 巴 ( 草 履 由 )。 


当 我 们 把 数学 应 用 到 
现实 世界 中 的 各 种 现象 时 ， ee 
很 重要 的 一 点 是 要 知道 作 o ; 
了 哪些 过 份 的 简化 。 当 把 乘 一 =, 
法 原理 应 用 到 经 二 分 裂 进 
行 繁殖 的 生物 体 时 ,我 们 已 ON 
作 了 一 些 过 份 的 简化 。 我 们 OR RR ACR 
假定 了 所 有 的 生物 体 基本 
上 都 同时 进行 二 分 裂 , 也 假 图 8.4 二 分 列 
定 了 所 有 新 繁殖 的 生物 体 


者 能 生存 下 来 ,没有 一 个 中 途 死 亡 。 尽 管 作 了 这 些 过 份 的 简化 ,我 
们 还 是 或 多 或 少 看 透 了 一 个 太 度 在 不 断 倍 增 的 过 程 。( 这 种 过 程 的 
潜在 增长 幅度 大 得 让 人 吃惊 ,世界 上 还 有 什么 过 程 能 有 这 样 的 机 
制 呢 ?) 当 研 究 周期 性 倍增 过 程 时 , 一 个 极为 重要 的 问题 是 要 考虑 
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倍增 一 次 所 需 的 时 间 。 如 果 一 个 生物 体 每 一 百年 完成 一 次 二 分 裂 ， 
那么 在 1000 年 时 间 里 它 产 生 1024 个 新 的 生物 体 。 但 如 果 每 星期 
进行 一 次 二 分 型, 那么 10 周 之 后 就 有 1024 个 生物 体 ,而 仅仅 一 年 
之 后 就 有 4 503 599 627 370 496 个 新 繁殖 的 生物 体 。 阿 米 巴 和 草 
履 虫 都 属于 原生 动物 ,这 类 生物 体 每 天 分 裂 次 数 介 于 0. 03 与 
10. 9 之 间 , 其 中 相当 一 部 分 每 天 分 裂 2 次 ,3 次 ,4 次 或 6 次 。( 见 
Spector 的 [2]. ) 


3. DNA 和 RNA 


这 一 节 我 们 着 手 研 究 第 一 节 提 出 的 问题 ,我们 会 再 次 发 现 ,要 
搞 清 我 们 所 感 兴趣 的 某 过 程 的 有 关 问 题 , 可 用 数学 来 透 过 现象 看 
本 质 ,我 们 先 简单 地 介绍 一 下 被 命名 为 DNA (脱氧 核 鳍 核酸) 的 分 
子 , 它 是 遗传 的 基本 单位 ,这 个 分 子 的 机 能 是 它 含 有 有 关 生 命 形式 
(包括 人 的 生命 ) 的 进化 过 程 及 其 各 种 功能 的 所 有 信息 。 

我 们 常常 把 DNA 分 子 看 成 为 双 螺 旋 体 ( 见 图 8. 5), 它 由 两 股 
通过 化 学 键 结合 在 一 起 的 链条 组 成 ,按照 结合 的 方式 ,两 股 链条 是 
互补 的 。 如 果 一 股 链 条 的 化 学 成 份 已 经 确定 ,那么 和 第 二 股 链条 的 
化 学 成 份 也 就 完全 确定 。DNA 分 子 的 每 股 链条 都 由 磷酸 盐 、 糖 和 
碱 基 组 成 。 链 条 唯一 可 变 的 部 分 是 碱 基 , 它 共有 四 种 , 即 胸腺 喀 吃 
CT) , ARBRE CC)» BRIER RS CA) AGERE CG). 一 个 磷酸 盐 , 一 个 糖 
(脱氧 核糖 ) 和 四 种 碱 基 中 的 一 种 就 构成 一 个 ,基本 单位 , 称 为 核 菇 
酸 ( 见 图 8. 6) 因此 DNA 的 一 股 链 条 只 是 一 些 核 苷 酸 的 集合 。 两 
股 链 条 的 互补 关系 是 指 , 如 果 某 核 苷 酸 含 有 碱 基 腺 嗓 叭 ,那么 第 二 
股 链 条 (互补 链 ) 中 的 核 音 酸 必 含 有 碱 基 胸 腺 喀 啶 .同样 ,如 果 一 股 
链条 有 马 嗓 叭 , 则 互补 链 有 胞 喀 啶 。 换 言 之 , 双 螺 旋 体 的 两 股 链条 
以 这 样 一 种 方式 互相 配对 ,使 得 腺 嗓 叭 与 胸腺 喀 喧 配对 ,胸腺 喀 晓 
SARA BC eT. SES SEER XY. HE SR. A 
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应 该 明白 ,我 们 一 次 只 
需 研 究 双 螺旋 体 的 一 股 
链条 , 因为 第 二 股 链条 
完全 由 第 一 股 链条 决 
定 。( 我 们 差不多 可 以 把 


第 二 股 链条 看 成 是 第 一 


股 链条 的 镜面 映 象 ) 。 
DNA 具有 什么 功能 
WE? 它 又 是 怎样 实现 其 
功能 的 呢 ? 前面 我 们 已 
经 提 到 ,DNA 是 遗传 的 
基本 单位 , 它 含 有 有 关 
生命 形式 的 进化 过 程 及 
其 各 种 功能 的 所 有 信 
息 。 因 此 ,DNA 贮 有 可 
由 生物 体 翻译 和 利用 的 
信息 。 这 样 就 形成 了 被 
命名 为 RNA”《〈 核 糖 核 
酸 ) 的 分 子 , 它 和 DNA 
分 子 的 单 股 链条 互补 。 
基本 情况 是 ,DNA 含有 
原始 指令 (信息 ), 这 些 
指令 传送 给 RNA( 起 着 
信使 的 作用 ),RNA 接 





6.5 DNA 链 ( 双 蜡 旋 体 ) 


着 又 将 有 关 毛 基 酸 长 链 ( 称 为 蛋白 质 ) 排 列 次 序 的 信息 传送 出 去 。 
RNA 分 子 由 一 个 磷酸 盐 , 一 个 糖 ( 核 糖 ) 和 几 个 碱 基 组 成 。 碱 基 除 


* 有 几 种 不 同类 型 的 RNA. 为 简单 计 , 我 们 对 它们 不 加 区 分 。 
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8.6 DNA 分 子 图 解 


TFA RR he CU) RS BR Ee Sb RARES DNA 中 的 碱 基 相 
fl. RNA 的 主要 功能 是 促进 蛋白 蛋 的 形成 ,而 蛋白 质 是 整个 生命 
过 程 里 最 最 重要 的 成 份 。 不 同 排列 或 不 同 数量 的 氨基 酸 代表 着 不 
同 的 蛋白 质 ,从 而 有 不 同 的 功能 和 用 途 。 蛋 白质 有 两 上 基本 功能 : 
1) 不 同 结构 的 蛋白 南 代 表 着 构成 物质 的 排列 ,从 而 形成 了 生物 ( 构 
造 区 段 );2) 产 生 加 速 体内 化 学 反应 的 酶 。 有 些 化 学 反应 在 有 酶 参 
与 的 情况 下 需要 几 秒 钟 或 几 分 钟 ,而 在 没有 酶 参与 的 情况 下 却 要 
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花 几 年 或 几 个 世纪 。 看 白质 由 20 种 常见 的 氨基 酸 ( 已 列 在 表 1) 组 
Ro RNA 在 蛋白 质 的 形成 过 程 中 有 两 个 作用 :1) 选 择 适 量 的 适 种 
氨基 酸 ;2) 把 氨基 酸 排 成 特定 的 次 序 ( 以 完成 特定 的 功能 ) ,为 实现 
其 功能 ,RNA 必须 设法 为 每 一 种 氨基 酸 编 出 其 特有 的 密码 。 明 确 
地 说 ,我 们 要 研究 如 下 的 问题 :RNA 怎么 创造 出 一 个 能 够 区 别 不 
同 氨基 酸 的 密码 。 

表 1 构成 蛋白 质 的 20 种 常见 氨基 酸 


RAAR HAR 
白 氨 酸 谷 氨 酰胺 
RRAK 关 冬 酰胺 
蛋氨酸 PM 








31 遗传 密码 所 必需 的 碱 基 个 数 


看 一 下 图 8. 5 和 图 8. 6, 我 们 就 会 发 现 DNA 分 子 唯一 可 变 的 
部 分 是 碱 基 ( 胸 腺 喀 啶 、 鸟 嗓 叭 、. 胞 喀 啶 和 腺 嘎 叭 ) 序 列 .RNA 的 可 
变 单位 是 碱 基 尿 喀 喧 、 鸟 味 叭 、. 胞 喀 定 和 腺 嗓 叭 。 一 股 RNA 链 ( 单 
链 , 如 图 8.7 所 示 ) 怎 样 传送 有 关 氨 基 酸 构造 的 信息 呢 ? 单个 核 阁 





酸 有 没有 可 能 选 出 20 种 氨基 酸 中 的 任何 -- 
种 ? 说 得 明确 -点 ,我 们 要 问 的 就 是 单个 核 昔 
酸 能 不 能 含有 20 种 不 同 的 密码 。 这 可 归结 为 
计算 所 有 可 能 出 现 的 核 苷 酸 的 种 数 。 答 案 是 明 
显 的 , 因为 碱 基 共 有 四 种 , 核 苷 酸 唯一 的 可 变 
部 分 又 是 碱 基 , 所 以 ,只 有 四 种 不 同 的 核 苷 酸 。 
因此 ,单个 核 苷 酸 不 可 能 为 所 有 20 种 常见 的 
氨基 酸 编码 : 它 至 多 只 能 为 其 中 的 四 种 氨基 酸 
编码 。 下 一 个 要 考虑 的 问题 是 ,两 个 核 苷 酸 放 
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在 一 起 能 不 能 为 20 种 氨基 酸 编码 。 要 回答 这 


个 问题 ,我 们 只 要 设法 考虑 
两 上 核 苷 酸 放 在 一 起 能 不 
能 产生 20 种 密码 。 利 用 乘 
法 原理 可 计算 两 个 核 背 酸 
所 能 产生 的 密码 个 数 。 在 现 
在 的 情况 下 ,我 们 移 数 一 数 
每 个 核 昔 酸 有 几 种 可 能 性 ， 
然后 将 其 相 乘 。 我 们 知道 每 
PARE RRA 4 种 可 能 性 ,所 
以 两 个 核 苷 酸 放 在 一 起 的 
可 能 性 总 数 是 〈 第 一 个 核 苷 
酸 的 4)X( 第 二 个 核 苷 酸 的 
4) 一 16. 因为 不 小 有 16 种 
氨基 酸 , 所 以 要 为 所 有 的 氨 
基 酸 编码 就 必须 使 用 多 个 
ANERER. 我 们 可 以 用 


第 一个 核 苷 酸 第 二 个 核 苷 酸 。 。 结果 


U UG 
C ———— UC 
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树 型 图 来 验证 这 一 结论 . 图 8. 8 列 出 了 所 有 的 可 能 性 , 数 一 下 密 
但 ,就 会 发 现 共 有 16 种 不 同 的 密码 。 因 此 ,要 为 所 有 的 20 种 氨基 
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酸 编码 ,两 个 核 苷 酸 是 不 够 的 。 这 里 我 们 再 次 看 到 ,应 用 乘法 原理 
比 画图 列举 所 有 的 可 能 性 要 省 事 得 多 。 
WRENS R= TAR, HAR 
ERE, METRE 4) x (第 
=A IRE 4) x (第 三 个 核 苷 酸 的 4) 
= 64 种 不 同 的 排列 ,对 于 编码 已 足 足 有 
Ro 实际 上 ,三 个 核 苷 酸 一 起 就 构成 了 所 
谓 的 密码 子 , 它 是 特定 氨基 酸 的 具体 密 
码 。 一 串 前 后 相依 的 密码 子 构成 了 氨基 
酸 的 排列 次 序 , 从 而 形成 了 具体 的 蛋白 
质 。 表 2 列 出 了 各 种 氨基 酸 的 密码 子 。 
(注意 ,差不多 所 有 的 氨基 酸 都 不 止 有 一 图 8.9 
个 密码 子 。 男 外 ,很 有 意思 的 是 这 些 密码 
子 可 能 对 所 有 的 物种 都 通用 ,而 不 仅仅 为 人 类 所 特有 。) 从 这 个 表 
我 们 看 到 ,图 8.7 的 RNA 链 演 生出 图 8. 9 的 氨基 酸 链 。 


32 链 的 总 数 与 生命 的 复杂 性 


乘法 原理 已 使 我 们 搞 清 了 为 什么 密码 子 由 三 个 碱 基 组 成 ,而 
不 能 由 少 于 三 个 碱 基 的 碱 基 序 列 组 成 .再 次 应 用 乘法 原理 ,我 们 可 
以 进一步 看 透 DNA 链 和 RNA 链 的 机 能 。 用 潜在 的 链 的 总 数 来 衡 
量 , 这 些 分 子 的 机 能 应 归 因 于 每 个 核 苷 酸 的 碱 基 都 有 四 种 不 同 的 
选择 。 我 们 真正 有 意思 的 问题 是 ,一 股 有 代表 性 的 RNA 链 有 多 
长 ? 一 具体 要 问 的 是 :对 于 长 度 给 定 的 DNA 链 或 RNA 链 , 可 能 出 
现 的 各 种 不 同 的 链 共 有 多 少 。 已 经 算得 ,对 于 长 度 为 三 的 RNA 链 
( 即 三 个 核 苷 酸 ), 可 能 出 现 的 链 共 有 64 条 。 那 么 对 于 能 为 两 个 氨 
基 酸 编码 的 RNA 链 一 - 即 有 六 个 核 苷 酸 的 链 , 可 能 出 现 的 链 又 
有 多 少 呢 ? 由 乘法 原理 我 们 知道 ,各 种 不 同 的 链 共 有 4X4X4X4 
X4X4=4°=4096 种 ;两 个 氨基 酸 的 排列 数 为 20X 20 王 400， 如 








表 2 和 氢 基 酸 的 密码 子 (遗传 密码 ) 





丙 氨 酸 GCA,GCG ,GCC,GCU 
HAR CGA,CGG,CGC,CGU,AGA, AGG 
KF BK AAC, AAU 
KRSM GAC,GAU 
FHAR UGC, UGU 
RAR GAA,GAG 
谷 氮 酰 胺 CAA,CAG 
甘氨酸 GGC,GGU,GGA,GGG 
组 氨 酸 CAC,CAU 
FRAM AUC, AUU, AUA 
AR CUC,CUU ,CUA,CUG,UUA,UUG 
赖 氨 酸 AAA,AAG 
甲 硫 氨 酸 AUG 
ERA UUU,UUC 
MAK CCA,CCG,CCC,CCU 
丝氨酸 UCA,UCG,UCC,UCU,AGU, AGC 
苏 氨 酸 ACA,ACG,ACC,ACU 
EAR UGG 
M SAR UAC, UAU 
AA GUA,GUG,GUC,GUU 
链 终止 符 UAA.UAG,UGA 


R RNA 链 长 达 九 个 核 苷 酸 (能 为 三 个 氨基 酸 编码 ) 则 经 类 似 的 计 
算 我 们 知道 ,各 种 不 同 的 链 共 有 4° = 262 144 条 ,而 由 长 为 9 的 


RNA 链 ( 即 三 个 密码 子 ) 所 产生 的 氨基 酸 排列 数 为 20X 20X20= 
8000. 
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真正 有 意 的 问题 是 ,一 股 有 代表 性 的 RNA 链 有 多 长 ? 一 般 说 
来 ,RNA 链 的 长 度 在 300 个 核 苷 酸 到 500 PRR.” 长 达 
300 个 核 背 酸 的 链 可 以 是 4 条 不 同 链 中 的 任 一 条 。 长 达 3000 个 
核 背 酸 的 链 可 以 是 4 ”条 不 同 链 中 的 任 一 条 .数字 4” 和 4” 用 
大 呢 ? 用 以 10 为 底 的 数 , 即 100=10:,1000 一 103,1 000 000=10°, 
能 不 能 对 以 4 为 底 的 数 有 一 定 的 认识 呢 ? 逐个 计算 4 ARIK 4S 
16,43 一 64,44: 一 256,45 一 1024,45 一 4096, AW 45 = 1024œ> 1000 = 
10" ,所 以 我 们 可 以 用 10 作 为 笃 的 下 方 近似 值 , 再 把 这 些 数 转化 为 
以 10 为 底 。 于 是 我 们 得 到 

4300 一 〈45)6 > (10)% = 1918 

BD, 49° >> 10", ae BA 10 后 面 跟 180 个 零 , 这 是 一 个 极其 庞大 
的 数 。 虽 然 表 示 为 以 10 为 底 的 数 ,但 要 理解 如 10“ 之 宏大 仍然 很 
困难 。 为 作 比 较 , 我 们 作 如 下 考虑 :已 知 一 茶匙 水 大 约 有 10” 个 分 
子 , 若 取 10 茶匙 , 则 有 10X 10 ”个 分 子 。 一 加 仑 水 相当 于 768 茶 
匙 ,因而 有 768X1023 王 7.68X102 个 分 子 。 要 达到 10 加 个 分 子 需 
要 多 少 加 仓 的 水 呢 ? 由 上 面 的 讨论 知道 ,10'” 个 分 子 的 水 相当 于 大 
约 10'8°/7. 68X 10%) =1. 302K 10™ 加仑 。 要 搞 清 这 个 数 有 多 大 ， 
请 注意 在 美国 平均 每 人 每 天 大 约 需 要 50 加 仑 的 水 (用 于 洗澡 , 淋 
浴 、 冲 洗 砚 所 及 饮食 等 等 ) 。 按 这 样 的 速度 ,1. 302X 10” 加 仑 的 水 
可 以 使 人 口 为 200,000,000 的 美国 维持 3. 57X 10” 年。 这 个 数 还 
是 太 大 ,难以 理解 。 如 果 核 背 酸 数 是 3000, 那么 对 于 链 的 潜在 数量 
我 们 也 有 同样 的 问题 。 此 时 ,有 4”" 个 分 子 。 取 同样 的 下 方 近似 值 
我 们 得 到 4” 二 10”™.《 同 样 与 一 茶匙 水 的 分 子 数 目 进 行 类 比 ,我 
们 发 现 要 达到 10 “个 分 子 需 要 1. 302X 10 "加仑 的 水 ;而 这 可 使 
美国 人 民 维 持 3.57X10:5 年 )。 可 见 ,RNA 的 机 制 所 允许 的 多 样 
性 及 信息 的 变化 具有 多 么 巨大 的 潜力 。 它 的 确 大 到 令 人 震惊 的 地 


* 有 些 RNA 链 有 75 PMA APR, a —-HE ANS iA 5000 个 核 甘酸 。 
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步 , 其 原因 都 归结 为 四 个 碱 基 在 核 苷 酸 中 所 处 位 置 的 灵活 性 。 

对 于 有 代表 性 的 DNA 链 也 可 作 同 样 的 计算 ,结果 如 表 3 所 
不。 

现在 我 们 问 , 一 股 RNA 链 实际 上 能 为 多 少 不 同 的 氨基 酸 序 
列 编码 , 这 里 ,可 以 再 次 运用 乘法 原理 求 得 答案 。 由 于 每 个 密码 子 
由 三 个 碱 基 组 成 , 故 一 般 有 900 个 碱 基 的 RNA 链 可 为 300 FA 
基 酸 编码 。 又 因为 300 个 氨基 酸 所 成 之 链 的 每 个 位 置 都 可 由 20 种 
常见 氨基 酸 中 的 任何 一 种 填 人 ,所 以 不 同 拨 基 酸 链 的 总 数 为 202. 
考虑 到 20=2 10,2! > 10°, RI] 20°° >> 10°. (为 什么 ?) 因 此 ， 
一 股 有 900 个 碱 基 ( 核 苷 酸 ) 的 RNA 链 有 潜力 为 多 于 1010 后 
面 390 个 零 ) 个 的 氨基 酸 序 列 编码 。 同 样 ,一 股 有 1500 个 碱 基 ( 核 
fF WO) AY RNA 链 可 为 20% 个 不 同 的 氨基 酸 序列 编码 (为 什么 ?)， 
后 面 这 个 数 大 于 10”* ,这 么 简单 的 问题 ,结果 竟 这 么 复杂 ,这 的 
确 既 令 和 人 吃惊 义 令 人 费解 。 

血红 蛋白 是 红血球 中 使 细胞 呈 红 色 的 色素 , 正 是 这 一 色素 使 
红血球 影响 到 肺 和 各 种 组 织 里 的 氧 与 二 氧化 碳 之 间 的 互相 交换 ， 
而 这 种 交换 对 生命 是 至 关 重要 的 。 血 红 蛋 白 是 一 种 很 复杂 的 蛋白 
质 , 它 由 574 个 氨基 酸 组 成 (因而 要 求 有 一 股 有 1772 NRE 
酸 ) 的 RNA 链 为 其 编码 )。 血红蛋白 以 两 种 形式 出 现 : 正常 血红 蛋 
白 A 和 出 现在 镰刀 形 细胞 贫血 症 患 者 (这 种 病 常常 是 致命 的 ) 身 
上 的 血红 蛋白 S. 这 两 种 血红 蛋白 的 唯一 差别 是 在 574 个 氨基 酸 
的 链条 中 有 一 个 氨基 酸 不 同 。 在 血红 蛋白 S 中 , 顷 氨 酸 取代 了 血红 
蛋白 A 中 的 谷 氨 酸 。( 这 发 生 在 氨基 酸 链 的 某 个 具体 位 置 上 ) 谷 氨 
酸 的 密码 子 是 GAA R GAG, fi SAM BG FE GUA 或 
GUG. 因此 ,单个 碱 基 的 改变 , 即 用 U 代替 A, 看 来 能 对 人 产生 极 


ERB ee 一 股 有 900 DREN RNA 链 可 为 103%? 种 不 同 的 氨基 
mae- ale AR 一 股 有 1500 个 碱 基 的 RNA 链 可 为 105° ah AS I AEE 
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其 巨大 的 影响 。 CRG HAUG + BE AG Sem SAT AR Vi] SR 
现 了 两 次 ,因为 在 血红 蛋白 分 子 中 ,局 一 氨基 酸 序 列 出 现 了 两 次 。) 


4. 随机 交配 


我 们 要 解决 的 下 一 批 问 题 有 :RNA 载 有 的 信息 是 怎么 传送 
的 ? 为 什么 同一 家 族 的 不 同 成 员 之 间 也 有 很 大 的 差异 ?我 们 并 不 
打算 在 这 里 详细 介绍 生物 学 的 内 容 , 但 要 就 茶 些 精华 作 些 简 述 , 同 
时 也 用 乘法 原理 来 更 深刻 地 理解 某 些 机 理 。 


4.1 有丝分裂 


人 的 生命 (以 及 多 细胞 生命 和 更 高 级 的 生命 ) 都 是 从 单个 细胞 
开始 的 。 单 个 细胞 含有 当 色 体 中 的 若干 基因 。 每 种 生物 都 有 若干 
对 染色 体 ,其 数量 可 以 刻 划 这 种 生物 的 特征 .这 些 染色 体 载 有 贮存 
F DNA 和 RNA 中 的 遗传 信息 。 表 4 列 出 了 若干 生物 体 的 染色 体 
套数 。 我 们 得 摘 清楚 的 问题 是 遗传 信息 (CDNA 和 RNA) 是 怎样 从 
亲 代 传 给 后 代 的 。 生 物体 中 有 两 种 基本 的 细胞 分 裂 , 即 有 丝 分 裂 和 
减 数 分 裂 。 每 个 生物 体 都 有 它 特 有 的 染色 体 套 数 , 要 使 这 个 数 在 从 
亲 代 传 给 后 代 的 过 程 中 保持 不 变 ,这 两 种 细胞 分 裂 是 不 可 缺少 的 。 
为 简单 计 , 我 们 用 果 蝇 来 说 明 有 关 概 念 ,因为 果 蝇 只 有 四 对 染色 
体 。 我 们 先 考 虑 授精 了 的 细胞 , 即 被 精子 受精 了 的 卵细胞 。 这 种 爱 
精细 胞 要 经 历 许 多 次 细胞 分 发 直至 最 终 变 成 其 母体 某 种 意义 上 的 
“复制 品 ”。 由 于 它 必 为 其 母体 的 样板 ,所 以 与 其 母体 具有 相同 数量 
的 染色 体 。 因 此 必 有 某 种 细胞 分 裂 使 给 定 物体 的 染色 体 数目 维持 
恒定 ,这 种 细胞 分 裂 称 为 有 丝 分 裂 。 换 言 之 ,有 四 对 染色 体 的 授精 
细胞 ( 卵 ) 经 过 有 丝 分 裂 后 得 到 的 细胞 仍 有 四 对 染色 体 。 这 种 思想 
可 用 图 8. 10 加 以 说 明 。 有 丝 分 裂 无 非 是 这 样 一 种 细胞 分 裂 , 它 产 
生 的 两 个 细胞 与 母体 具有 同样 的 遗传 信息 和 相同 的 染色 体 套 数 。 
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表 4 Réti: 


AR 11 对 
果 蝇 4 对 
老鼠 21 对 
耗子 20 对 
狗 39 对 
猫 19 对 
牛 30 对 
马 33 对 
黑猩猩 24 对 
人 o g 对 
喇 时 200 对 


完全 长 大 了 的 成 年 人 大 约 有 10” 个 细胞 。 最 初 的 授精 细胞 要 
完全 补足 这 么 多 细胞 应 进行 多 少 次 有 丝 分 裂 呢 ? 这 里 我 们 再 次 应 
用 乘法 原理 。 假 定 分 裂 过程 没 有 中 断 , 而 且 中 途 没 有 细胞 死 辫 , 则 
我 们 面临 的 情况 与 二 分 裂 的 例子 里 所 讨论 的 一 样 。 现 在 的 问题 可 
以 化 简 为 :要 达到 10* 个 细胞 必须 经 历 多 少 代 分 裂 。 由 于 每 个 细胞 
一 分 为 二 , 故 2X2X2X…X2 二 2 二 10M, 而 我 们 要 求 的 是 .什么 

nik 
READE n A 2" EF 10" WE? 要 回答 这 个 问题 ,注意 2" 约 等 于 
10°, FE 2° = (2")4 ey 48-F (10?)4= 10", 因为 104 王 1082X10: ,所 
以 我 们 可 从 2°~ 10°R i n 的 值 。 考 虑 到 2°= 64, 27=128, uf W 2? 
510° FAUE. CE RA AB. 27 = 2° K NSF 10% K10°= 10". 
因此 ,要 达到 10* 个 细胞 必须 进行 47 次 有 丝 分 裂 。 我 们 也 可 以 用 
另 一 种 方法 来 计算 这 个 结果 。 因 为 2*==10*, 所 以 noge? = 
14log10=14. 因此 ,nxn 二 14/logio2. 又 因为 logio2 一 0.30103 4 n 
47. 至 此 ,我 们 通过 乘法 原理 轻而易举 地 看 到 ,完全 达到 一 个 成 
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年 人 身上 的 细胞 总 数 大 约 需要 47 次 有 丝 分 裂 。 





图 8.10 果 晶 有 丝 分 裂 绪 果 图 示 


4.2 RPL 


迄今 为 止 ,我 们 仍 未 回答 引言 里 提出 的 这 样 两 个 问题 :来 自 双 
亲 的 遗传 物质 是 怎样 传送 的 ,以 及 为 什么 同一 家 庭 的 不 同 成 员 之 
闻 可 以 有 很 大 的 差异 。 假 如 我 们 从 双亲 那里 各 取 一 个 精子 和 卵子 ， 
而 且 每 个 细胞 都 有 完全 的 染色 体 ,那么 会 出 现 什么 情况 呢 ? 如 果 男 
性 的 精子 有 23 对 染色 体 ,女性 的 卵子 也 有 23 对 染色 体 , 则 受精 多 
就 有 46 对 染色 体 (是 正常 染色 体 套数 的 两 倍 ) 。 照 这 样 下 去 ,每 而 
一 代 染 色 体 套数 就 要 翻 一 翻 。 很 明显 ,在 精子 和 卵子 之 间 肯 定 有 某 
种 过 程 使 染色 体 套 数 减 半 , 从 而 当 卵 子 被 授精 时 ,产生 的 受精 细胞 
所 合 染 色 体 的 套数 始终 恒定 。 这 种 染色 体 数目 的 减 半 是 由 被 称 为 
减 数 分 裂 的 细胞 分 裂 过 程 完 成 的 。 果 蝇 的 减 数 分 裂 可 用 图 8. 11 加 
以 图 解 。 经 减 数 分 裂 得 到 的 细胞 称 为 具有 单 倍 染 色 体 数目 , C 
数 ) 完 全 补 是 后 的 完整 染色 体 称 为 双 们 体 。 由 于 出 现 减 数 分 裂 , 同 
一 家 庭 的 不 同 成 员 之 间 就 存在 着 差异 ,实际 上 ,授精 卵 从 每 个 亲 代 
获得 半数 的 染色 体 ( 一 半 来 自 精子 ,一 半 来 自 卵 细胞 ), 于 是 在 使 卵 
授精 的 多 次 交配 中 ,产生 的 染色 体 可 能 不 一 样 。 
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8.11 Se Ba ey 4) 3 BS 





图 8.12 AGH SpA. ZIG MAFF Bk 


减 数 分 裂 期 间 有 多少 性 细胞 (精子 或 卵子 ) 有 可 能 形成 呢 ? 这 
里 我 们 可 以 再 用 一 次 基本 的 乘法 原理 ,进而 搞 清 人 与 人 之 间 为 什 
么 有 这 人 么 大 的 差别 。 再 以 果 蝇 为 例 , 减 数 分裂 时 ,染色 体 按 某 种 随 
机 的 方式 排列 于 被 称 为 纺锤 体 的 虚线 两 侧 ( 见 图 8. 12)。 接 着 细胞 
一 分 为 二 ,使 得 每 对 染色 体 的 两 个 成 员 分 别 进入 细胞 的 两 半 , 这 样 
就 形成 了 精子 或 卵细胞 。 所 以 我 们 可 以 研究 每 对 染色 体 中 的 一 个 
染色 体 所 能 作出 的 选择 的 种 数 ,。) 另 一 染色 体 必 须 进入 男 一 半 ) 果 
蝇 有 四 对 染色 体 , 所 有 这 四 对 都 按 某 种 随机 的 方式 排 在 纺锤 体 的 
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两 侧 。 将 这 些 染 色 体 分 别 标 以 AA,» By By» CC, 和 D1D;, 我 们 看 
到 ， 有 可 能 人 染色体 AaBiC1D! 处 于 细胞 的 某 一 半 ( 于 是 ABCD. 
处 于 另 一 半 ) ,也 有 可 能 ABG D, 处 于 某 一 半 , ABCD, ARF 
一 半 , 如 此 等 等 。 染 色 体 的 排列 方式 有 多 少 种 呢 ? 当当 色 体 沿 纺锤 
体 排 列 时 ,如 果 A, 进入 上 半 部 分 (于 是 A 进入 下 半 部 分 ), 则 5&1， 
B: 中 一 个 与 A, 一 起 处 于 上 半 部 分 ), 另 一 个 与 4 相反 ,处 于 下 半 
部 分 。 对 染色 体 C 和 DD, 情况 也 一 样 。 我 们 也 可 以 用 一 种 不 同 的 观 
点 来 看 这 个 问题 。 考虑 41, As 这 一 对 中 染色 体 41 的 选择 ,41 AIL 
种 可 能 性 呢 ? 因为 A 或 者 进入 上 半 部 分 或 者 进入 下 半 部 分 ,所 以 
有 两 种 选择 。 一 旦 A 作 了 选择 ,4: 就 没有 再 选择 的 余地 ,只 能 进 
入 男 一 半 。B, 的 选择 与 A 无 关 , 同 样 有 两 种 , 即 或 者 上 半 部 分 或 
者 下 尘 部 分 。 类 似 地 ,一 旦 B 作 了 选择 ,B; 就 没有 选择 的 余地 了 。 
对 于 入 ,也 可 作 同 样 的 讨论 。 因 此 我 们 完全 可 以 再 用 一 次 乘 
法 原理 ,这 里 的 问题 是 , -个 细胞 进行 减 数 分 裂 时 可 形成 多 少 种 遗 
传 学 上 不 同 的 细胞 。 由 乘法 原理 ,所 求 之 数 为 
vas P | x P aed X P eal 
种 数 2 种 数 2 种 数 2 种 数 2 

等 于 2 一 16. 我 们 可 以 用 形 如 图 8. 13 的 树 来 验证 此 类 结果 。 检 查 
一 下 这 个 图 可 以 验证 , 减 数 分 裂 时 可 能 形成 的 精子 或 卵细胞 有 16 
种 。 但 请 注意 ,并 非 所 有 16 种 细胞 都 能 在 一 次 减 数 分 裂 中 形成 。 

对 于 人 的 减 数 分 裂 , 可 能 形成 的 精子 或 卵细胞 有 多 少 呢 ?人 有 
23 对 染色 体 ,其 中 每 个 染色 体 都 可 以 作出 选择 (或 者 选 上 面 一 种 
或 者 选 下 面 一 种 ) ,于 是 ,应 用 乘法 原理 我 们 求 得 ,经 减 数 分 裂 可 能 
形成 的 精子 (或 卵细胞 ) 总 数 为 2 多 2X…X2 一 22 一 8 388 608. 至 
比 , 我 们 仍然 没有 回答 这 人 么 一 个 问题 :为 什么 不 同 的 人 , 盐 至 是 同 
一 家 庭 的 不 同 成 员 ,往往 有 不 同 的 外 貌 ( 和 行为 )。 假 定 8 388 608 
一 2 个 精子 中 的 每 一 个 都 会 使 可 能 形成 的 8 388 608 = 2% SAH 
胞 中 的 一 个 授精 ,那么 我 们 可 以 再 次 应 用 乘法 原理 ,有 可 能 形成 的 
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=A BCD, 


o p D,=A,B,C,D; 
一 ~、 D= =A, B 2D 
a Ce D,=A,B,C,D, 


Al ` 
Di =A BCD: 
™, 一 一 Ca TA 
=A BC 2D, 


2 

— 
c} D,=A,B,C:D: 
A, A,B, B,C,C,D,D, 


a ce D RCD. 
A ee BAB CD 
L, O Om pRB ICD. 

OS d = A,BYC,D, 


= ABCD: 


8.13 减 数 分 裂 过 程 中 可 能 形成 的 各 种 细胞 


授精 卵 的 总 数 等 于 
| | x DA 
精子 总 数 2” 细胞 总 数 2 | 


一 22 = 70 368 744 177 644, 
这 人 么 一 个 可 能 性 总 数 已 大 到 令 人 难以 置信 的 程度 。 
我 们 可 以 把 这 里 的 论述 推广 到 有 对 染色 体 的 情形 。 如 果 一 
生物 体 有 对 染色 体 , 则 由 乘法 原理 ,经 减 数 分 裂 可 能 形成 的 精子 
(或 卵细胞 )Y 有 2" 个 ,5 可 能 形成 的 受精 郧 有 pot 


的 计算 有 助 于 我 们 认识 生物 体 为 什么 会 这 么 千差万别 。 

* 这 时 我们 应 该 作 个 注释 , 芭 这 些 旗 大 的 数 可 能 并 不 是 完全 精确 的 估计 信 。. 如 米 
AMMEN ERE SEM ME ECE MID A GRRE MS. CEL 
问题 的 简单 介绍 ,请 参看 Mosimann 的 [1]。 





a 


mi 


be 


an 


~ 


oo 


to 


习 


八 肽 是 由 八 个 氨基 酸 ( 其 中 每 一 个 都 是 自然 界 20 种 常见 氨基 酸 之 一 ) 组 成 的 


链 。 从 理论 上 说 可 能 出 现 的 八 肽 有 多 少 种 ? 


-FA 30 对 染色 体 , 星 形 猴 有 17 对 , 负 鼠 有 11 对 。 


(a) 对 牛 . 星 形 猴 . 负 鼠 来 说 ,可 能 出 现 的 生殖 细胞 (精子 或 卵子 ) 分 别 有 多 少 ? 
(b) 假 定 每 种 动物 公 的 和 母 的 之 间 有 完全 不 同 的 染色 体 , 那 么 不 同 合子 (受精 
卵 ) 的 最 大 数目 是 多 少 ? 试 分 别 对 牛 . 星 形 效 和 负 鼠 回答 这 个 问题 。 


- 某 餐 馆 的 菜单 上 列 了 三 种 汤 、 十 种 肉食 ,五 种 甜食 和 三 种 饮料 。 试 间 订 一 顿 饭 


(由 一 种 汤 , 一 种 肉食 ,一 种 甜食 和 一 种 饮料 组 成 ) 有 和 多少 种 方法 ， 


4 一 4 一 47 一 648 代表 一 个 选择 服务 数 ,其 中 前 两 个 数 不 能 为 零 。 试 问 可 能 出 现 


的 选择 服务 数 共有 多 少 。 


| 假定 您 参加 一 个 测验 ,试卷 由 10 个 是 非 题 组 成 。 如 果 您 以 猿 作 答 , 试问 有 多 少 


种 方法 完 域 答 卷 。 


考虑 一 个 有 固定 长 度 的 DNA 分 子 。 已 知 核 苷 酸 排列 总 数 为 1024, 问 该 DNA 链 


有 几 个 核 苷 酸 。 


- (a) 已 知 RNA 能 为 氨基 酸 编码 , 且 常 见 氨基 酸 有 20 种 。 为 什么 必须 用 三 个 核 昔 


酸 ( 或 碱 基 ? 的 序列 ,而 不 能 用 两 个 或 一 个 核 苷 酸 的 序列 ? 
(DAE RNA 分 子 长 达 240 个 核 昔 酸 ,试问 它 可 为 多 少 个 氨基 酸 序列 编码 。 


"两 种 杂种 高 茎 植物 相交 时 ( 记 为 TX74, 其 中 术 显 性 高 茎 ,t RES. HY EH 


HRA TT RE) TEDA ORE) ,都 称 为 基因 型 结局 ( 指 实际 遗传 成 份 ， 
而 不 是 看 得 到 的 性 状 ) 

(a) 假若 具 两 个 性 状 (如 种 子 的 高 度 和 颜色 ) 的 杂种 植物 相交 , PR 
传 是 完全 独立 的 , 则 有 多 少 种 可 能 出 现 的 基因 型 ? 

人 b) 假 若 具 三 个 性 状 的 杂种 植物 相交 , 则 有 多少 种 可 能 出 现 的 基因 型 ? 

(c) 假 若 具 五 个 性 状 的 杂种 植物 相交 , 则 有 多 少 种 可 能 出 现 的 基因 型 ? 
(d) 假 车 具 个 性 状 的 杂种 植物 相交 , 则 有 多 少 种 可 能 出 现 的 基因 型 ? 


-在 完全 最 性 中 ,杂种 看 起 来 具有 显 性 性 状 。 例 如 ,如 果 了 BERE BEEE, 


则 看 得 到 的 结局 (表现 型 ) 是 高 营 (77 AT) ABS). 

(a) 假 如 相交 的 杂种 植物 具 两 个 性 状 , 基 中 每 一 个 都 完全 显 性 , 则 有 多 少 种 可 能 
出 现 的 表现 型 ? 

(假如 相交 的 杂种 植物 具 三 个 性 状 , 其 中 每 一 个 都 完全 显 性 , 则 有 多少 种 可 能 
出 现 的 表现 型 ? 
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(ce)? 假 如 相交 的 杂种 植物 其 五 个 性 状 , 其 中 每 一 个 都 完全 显 性 , 则 有 多 少 种 可 能 


出 现 的 表现 型 ? 
(d) 假 如 相交 的 杂种 植物 是 # 个 性 状 , 其 中 每 一 个 都 完全 显 性 , 则 有 多 少 种 可 能 
出 现 的 表现 型 ? 


10. 从 单个 阿 米 巴 开始 ,5 代 之 后 有 区 个 阿 米 巴 ? 8 代 之 后 又 有 用 个 ? 
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a ip 参考 


目的 ”本 章 内 容 对 于 文科 学 生 适 合 于 在 微 积分 预 修 课 或 数学 
课 ( 专 题 型 课程 ) 中 讲授 ;对 于 生物 专业 的 学 生 适 全 于 在 离 限 数学 
或 概率 论 中 讲授 ;对 于 数学 专业 的 学 生 适 合 于 在 概率 论 中 讲授 。 

时 间 一 到 两 小 时 , 依 学 生 水 平 而 定 。 

预备 知识 ”高 中 代数 。 





Donald A. Drew * 


尽管 美国 卫生 局 和 各 种 癌症 研究 机 构 一 再 就 吸烟 的 危害 对 人 
们 作出 警告 ,但 人 们 所 吸 的 烟 还 是 比 以 往 任何 时 候 都 要 多 .由 于 烟 
草 机 构 力量 强大 ,许多 地 区 经 济 上 又 依赖 于 烟草 ,所 以 将 来 也 不 可 
能 禁止 吸烟 。 因 此 , 从 公众 健康 的 角度 来 看 , 对 诸如 在 香烟 中 装 过 
滤 咀 之 类 减轻 伤害 的 方法 加 以 研究 就 极为 重要 了 。 

我 们 考虑 香烟 中 某 成 份 了 的 历程 . 这 里 的 7 代表 焦油 或 尼 古 
丁 或 烟草 燃烧 时 释放 出 的 其 它 某 种 成 份 。 我 们 要 建 模 的 过 程 是 :了 
通过 燃烧 而 释放 并 沿 香 烟 移 动 , (至 少 有 一 部 分 ) 为 尚未 燃 及 的 烟 
草 和 过 滤 咀 所 吸收 。 被 烟草 吸收 的 那 部 分 T 稍 后 又 随 那 节 香 烟 的 
燃烧 而 再 次 释放 。 可 见 , 开 始 时 贮 于 烟草 中 的 所 有 的 T 都 通过 燃 
烧 释 放出 来 。 

现在 我 们 要 对 香烟 和 吸烟 过 程 作 一 些 建 模 假设 。 究 竟 有 多 少 
烟 进 入 过 滤 咀 ,多 少 烟 直接 从 燃 端 进入 大 气 , 这 要 因 人 而 异 。 如 果 
吸烟 者 只 是 拿 着 烟 让 其 燃 着 ,一 口 也 不 吸 , 那 么 所 有 的 烟 都 不 通过 


* Department of Mathematical Science, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy. 
NYi2181. 
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MEME. BA — SR IA — O AR a SA 
过 滤 咀 。 一 般 的 吸烟 者 都 处 于 这 两 种 极端 情形 之 间 。 

在 我 们 这 个 模型 里 ,我 们 希望 避 开 这 个 复杂 的 过 程 。 为 此 , 设 
想 吸烟 者 是 架 机 器 .假定 烟 以 常 速 通过 烟草 , 再 假定 在 通过 释放 的 
烟 中 ,只 有 份额 a 进入 香烟 ,其 余 份额 1 一 a 散 向 大 气 。 讨 论 中 我 们 
始终 假定 aA. 

我 们 还 要 假定 烟 通 过 烟草 并 从 过 滤 咀 流出 的 速度 远 远大 于 燃 
着 的 那 部 分 沿 香烟 的 行进 速度 。 这 相当 于 假设 7 在 烟草 和 过 滤 咀 
里 的 所 有 沉淀 都 发 生 在 7' 通过 燃烧 而 释放 的 那 一 瞬间 ， 

最 后 这 个 假设 实质 上 把 问题 分 成 两 部 分 :第 一 ,假定 燃 端 不 
动 ,考虑 了 在 烟 中 的 沉淀 速度 ;第 二 ,计算 在 香烟 燃烧 过 程 7 通过 
其 末端 的 总 流量 。 

图 9. 1 所 示 的 是 香烟 以 及 用 于 计算 T 的 沉淀 速度 的 坐标 系 。 





图 9.1 香烟 。 为 研究 人 的 沉淀 速度 ,我 们 假定 燃 端 保持 在 x=0 的 位 置 。 


现在 我 们 对 处 于 任意 点 工 及 z 十 4z 之 间 那 段 香烟 中 烟 的 质 
量 写 出 平衡 律 。( 平 衡 律 是 说 明 某 量 的 全 部 变化 的 论断 。 对 于 现在 
的 问题 , 量 是 处 于 zx 与 x 十 Ax 之 间 的 那 段 香烟 中 7 的 质量 ,) 用 一 
句 话 来 说 ,平衡 律 就 是 

T Wirt 2+ Ax 的 速度 等 于 

了 7 流 过 xz 的 速度 减 去 
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T AR TT a) AEE 

注意 平衡 律 的 这 种 说 法 假定 了 1 并 不 以 烟 的 形式 积聚 于 > 
与 + 十 Az 之 间 , 当然 ,7 还 是 要 以 其 合 形式 积聚 于 烟草 或 过 滤 咀 
或 其 它 处 于 xz 与 * 十 4Az 之 间 的 某 种 物质 上 。 

现在 考虑 成 份 了 的 流速 q. 假定 了 是 烟 的 速度 ,2(z) 是 (香烟 
里 ) 每 单位 长 度 的 烟 中 7 的 质量 密度 ,那么 7 Ritts 点 的 速度 是 

q(x) = pV. (1) 

读者 如 要 了 解 针 对 密度 和 流速 的 详细 论述 ,请 参看 附录 。 

我 们 已 假定 烟 的 速度 V 是 常数 ,这 实质 上 等 价 于 假定 通过 滤 
咀 的 烟 与 从 燃 端 出 发 沿 香烟 移动 的 烟 一 样 多 .。 成 份 了 上 只 是 全 部 烟 
的 一 小 部 分 ,虽然 它 要 被 烟草 或 滤 咀 吸收 一 部 分 ,但 这 并 不 会 使 烟 
的 移动 加 速 或 减 慢 。 

现在 考虑 吸收 率 工 . 我 们 假定 每 一 节 烟 草 对 出 现在 该 节 上 的 
烟 要 吸收 数量 上 占 定 值 的 一 部 分 ,而 滤 咀 吸收 其 中 较 大 的 一 部 分 。 
REA r A) ct Ax 的 那 一 节 只 含 烟 草 不 含 滤 咀 , 那 么 


L= i “Pdz， | (2) 


这 里 6 是 烟草 对 的 质量 的 吸收 率 , | “PCz)d4 是 位 于 从 z 到 
z 十 4z 那 一 节 上 了 的 质量 。 
另 一 方面 ,如 果 这 一 节 完全 处 于 滤 咀 段 ,那么 
L= p [A Paa, (3) 
其 中 是 滤 咀 对 7 ROR. NBS OMNI 
的 考虑 是 不 必要 的 。( 见 练习 1 ) 
按照 这 些 记号 ,平衡 律 可 写成 
aa + Ar) = q(x) 一 工 . (4) 


HEM x 到 xz 十 Ax 那 一 节 完 全 处 于 烟草 段 的 情况 。 由 (1),(2) 和 
(4) 得 到 
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b r+à, a a 
P) 一 pz 二 4Az) = | Dd 0) 


由 于 Ar 是 任意 的 ,两 边 除 以 Ar, HFS Ar 一 0, 得 
ee EAD A ewe, (0) 
4 Ax 一 0 时 ,右边 趋向 于 (6&/Y)P(z). 对 于 左边 , 写 


p(x) — plz + Ar) p(X 十 px) — p(x) (7) 
Ax T Ax , 


再 令 4Az 一 0, 上 面 的 第 二 个 差 商 趋 向 于 (dpo/dz). 
因此 ,质量 密度 方程 是 


TOSE cs 


这 个 方程 对 于 << 成 立 , 其 中 上 是 滤 咀 始 端的 位 置 。 
STF EMA RTA 


de(x) B 


其 中 “<z<z, 见 习题 2. 
求解 这 两 个 不 同 区 域 里 的 方程 ,得 到 
pe Vr oca<t 


(x) = (10) 
P Re Fi) ， p< r < X, 








见习 题 3. 
为 确定 Po BET 燃烧 时 的 释放 速度 为 每 单位 时 间 已 个 单 
位 质量 ,其 中 有 aH 个 单位 从 燃 端 z 一 0 进入 香烟 。( 其 余 (1 一 二 
个 单位 散 向 大 气 ,) 所 以 在 x 二 0 处 的 流量 (每 单位 时 间 流 过 的 质 
量 ) 是 a 信 , 但 该 流量 也 等 于 Vpe "一 
因此 
po = 22 (11) 


为 确定 尺 ,我 们 假定 通过 隔离 烟草 与 滤 蛆 的 模 截 面 的 流量 是 
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连续 的 。 于 是 
poe OF = ReX, | (12) 
所 以 
R= peP, (13) 
成 份 了 通过 端点 += 二 X 的 流量 是 
q(X) = pV, (14) 
这 又 等 于 | 


Q(X) 一 ae 和 人 = gHe-UVIG—D eb J. (15) 

T 的 沉淀 分 析 就 到 这 里 。 在 转 人 分 析 整 支 香 烟 的 燃烧 过 程 之 
前 ,我 们 先 对 结果 (15) 加 以 解释 。 

首先 我 们 看 到 ,7 通过 端点 的 流量 并 不 独立 地 依赖 于 a MH, 
而 是 依赖 于 两 者 的 组 合 aH. 所 以 ,至 少 就 这 种 分 析 方 法 来 说 ,我 
们 并 不 需要 分 别 知道 a MH 两 者 的 值 ， 其 次 我 们 还 看 到 ,只 要 增 
大 滤 咀 的 吸收 率 8 或 增加 滤 咀 的 长 度 X 一 5, 即 可 使 它 效 果 更 好 。 
由 于 这 两 个 量 都 以 指数 出 现 , 所 以 不 管 是 增长 滤 咀 还 是 增 大 吸收 
率 ,效果 的 变化 都 是 非常 剧烈 的 。 

现在 我 们 希望 对 吸 整 支 烟 的 过 程 加 以 建 模 。 为 此 必须 研究 吸 
烟 时 7 的 释放 、 沉 淀 和 再 释放 过 程 , 我 们 知道 ,在 燃烧 某 段 香烟 时 
释放 出 来 的 了 中 ,1 一 a 散 向 大 气 , 其 余 进 入 香烟 ,在 进入 香烟 的 那 
些 汪 中 ,有 些 为 烟草 所 吸收 ,有 些 为 滤 咀 所 吸收 ,其 余 的 通过 吸 端 
流出 。 为 烟草 所 吸收 的 那 部 分 将 于 后 来 那 节 烟 燃烧 的 时 候 再 次 
释放 。 

为 计算 被 烟草 吸收 的 的 量 值 ,我 们 必须 对 了 在 烟草 中 的 密 
度 W(zr, 习 (每 单位 长 度 了 7 的 质量 ) 写 出 平衡 律 。 注 意 这 时 我 们 把 
时 间 t 包括 进来 作为 一 个 感 兴趣 的 变量 。 对 于 这 个 问题 ,我 们 把 从 
燃 问 的 初始 位 置 到 现时 位 置 的 距离 算 作 z( 见 图 9. 2). 

记 v 为 燃烧 速度 ( 即 燃 端的 行进 速度 ), 则 在 时 间 间 隔 : 内, 燃 
端 从 x+ 二 0 移动 到 z= 二 wi. 我 们 假定 慢 燃 是 指 vV , 即 燃 端的 行进 
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速度 远 远 小 于 吸入 或 抽 进 的 速度 VY。 
现在 计算 了 通过 燃烧 而 释放 的 速度 。 如 果 燃 烧 延 续 Oe 个 时 
间 单 位 ,; 即 燃 了 从 z= 二 wt 到 x 二 vt 十 入 ) 的 那 一 段 , 则 的 释放 量 
大 约 为 
| Weeda, (16) 


时 间 = 0 


CC 7) 


: 时 间 = 
图 9.2 新 的 坐标 系 
于 是 了 燃烧 释放 的 速度 是 
lim L | Wer)dz = ywvt.t); (17) 
但 这 刚好 就 是 前 面 分 析 中 所 指 的 五 ,所 以 
H = W (vt,1), (18) 
下 一 步 我 们 对 W(x,t) 写 出 平衡 律 。 考 虑 处 于 x Art or Zz 
间 的 那 段 香烟 ， 烟 草 中 了 的 质量 的 变化 率 为 
d 


r+aAr ~ ~ 
下 | Woda. (19) 


由 于 烟草 并 不 运动 ,所 以 于 烟草 中 既 不 流 进 也 不 流出 , 它 以 烟 
的 形式 进入 这 一 节 并 沉淀 在 烟草 中 。 可 见 表 示 流 量 的 那些 项 都 是 
零 ,烟草 中 7 的 质量 的 增加 速度 刚好 等 于 烟 中 (二 的 质量 的 减 小 速 
度 。 

我 们 已 算得 在 烟草 中 的 沉淀 速度 (方程 (2))， 可 写成 


rtar ~ p a+r _ _ 
o| plx, dr = 2 | eh d > 
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Tar ~ ~ 
= EW Cor, nevo |" eda, (20) 


已 假定 燃 端 速度 非常 之 慢 ,于 是 帝 演 可 由 前 面 的 分 析 来 处 理 。 因 


此 ,平衡 律 变 成 


p po rtar ` 加 
Al W (z.t)dz = = TOW (ot, perro el dx. 


T 


(21) 

两 边关 于 上 积分 , 除 以 Ar 并 令 Aro, RATES 
W (x,t) = WCr,0) + ste eror | eel Cors rdr. 

(22) 

见习 题 4. 
方程 (22) 的 求解 并 不 象 初 看 起 来 所 想象 的 那么 困难 。 假 定 烟 

草 中 了 的 初始 密度 W(zr,0) 是 常数 ,在 (22) 中 代入 z=vt 并 两 边 
Fee" ,我 们 有 


y ， abu 
W Cut ter = Wye + | WOW Cyr rdr. 


(23) 
如 记 W Cote F(t) , 则 上 式 变 成 
f@) = Wye + P| Fedr, (24) 
0 
关于 上 微分 ,得 到 
F'O — a Fe) = = ew e (25) 
将 :二 0 代入 (24) ,我 们 有 
ff) =W, (26) 
常 微分 方程 (25) 在 初始 条 件 (26) 之 下 的 解 为 
f@ = = ne 7 eY C4 ue ae Dm/V), (27) 





因此 
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W (vt,1) = i ka= e/V y (28) 





见习 题 5. 
将 W (vt,?) 的 表达 式 代入 (22) 又 有 
人 (zt -一 wol i a we (ew __ ey) | (29) 


见习 题 6. 

根据 上 述 结果 ,我 们 来 计算 工 通过 吸 端 出 来 的 总 流量 。 实 际 
上 ,流量 (每 单位 时 间 的 质量 ) 是 

q(X) = Vectx). (30) 

在 没有 时 间 变 量 的 旧 坐 标 系 中 , 吸 端 始终 处 于 相同 的 位 置 .对 于 现 
TE) BT By AB X= Xo vt =F, — vt, He Xo 是 香烟 的 初始 长 
度 ,5 是 滤 咀 的 初始 位 置 。 根 据 c(z) 的 表达 式 , 流量 可 写成 

q(X ) 

_ Vrearvu-W(et,t) 
y 





exp| — <t0 一 £ (Xo 一 fo) + Sut | 


(31) 


一 二 [1 _ dae We ] (32) 


AREA» URERA BO A AG E CP FE t= gav) » a tig 


>. ¢ è + Ò ọọ o © 


出 来 的 了 的 总 质量 是 


但 W Cut ,t) = 











to 

Q; = | aW (ut tex p| 一 (S (SS. 一 CF) CX 一 60) + di 
fv 

= ws erp| 一 ear 一 (4 PX 一 g) | Fw eY — ae dt 
t=0 

_ _aWoV =(BIVIEX yb) CT oa /VG 

=a a (le > (33) 

见习 题 7 


现在 我 们 根据 上 述 结果 对 装 滤 咀 的 有 效 性 作出 评 个 。 如 果 没 
AIE, WERA c= 0 到 xz 一 Xo 装 的 都 是 烟草 。 这 时 只 要 令 P= 
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2，, 即 可 用 (33) 来 计算 了 通过 香烟 的 总 流量 ,因为 此 刻 滤 咀 "的 吸 
收 率 与 烟草 的 吸收 率 相 同 。 
因此 ,有 滤 咀 的 总 流量 与 没有 滤 咀 的 总 流量 之 比 是 
A 一 gl OMX by) (34) 


从 (34) 我 们 可 以 引出 几 个 结论 。 首 先 , 由 于 V>, Xt iR 
NB. A b> ob, M Q)/,<1;5F 3<b. Bi Q2/Q,>1. 因此 ,要 做 
到 比 不 装 滤 咀 有 更 好 的 效果 ,那么 滤 咀 对 了 的 吸收 必须 比 烟草 更 
为 有 效 。 我 们 所 用 的 大 多 数 过 滤 材 料 确 实 满足 这 个 要 求 。 但 国外 
有 些 香 烟 装 的 不 是 滤 咀 ,而 是 由 纸 做 成 的 空 管子 。 对 于 这 种 香烟 ， 
B=0,Q,/Q =O PRE, MURR HBR A. RE 

“ 滤 咀 "不 作 烟 抽 , 那 怕 是 里 面 装着 烟草 ,也 要 比 什么 也 不 装 强 。 

我 们 还 可 以 看 到 , 如 果 滤 咀 长 度 Xo— t 不 变 ,那么 比值 Qe/Q， 
随 吸收 率 8 一 的 增加 成 指数 下 降 。 再 进一步 ,如 果 吸 收 率 8 一 5 不 
变 , 则 比值 Qs/Q& 随 滤 咀 长 度 Xo— fo 的 增加 而 成 指数 下 降 。 由 于 
增 大 过 滤 材 料 的 吸收 率 通常 要 求 对 新 材料 的 有 效 性 和 实用 性 加 以 
研究 ,再 说 这 样 一 种 研究 又 极其 昂贵 ,所 以 一 般 都 会 建议 采用 增长 
过 滤 咀 的 办 法 , 它 可 达到 同样 的 效果 又 较 易 办 到 。 但 是 ,香烟 产 家 
有 其 它 一 些 问题 , 比如 必须 利用 现存 的 机 器 进行 生产 ,更 令 人 头痛 
的 是 必须 把 带 有 TERN FANERA. (用 什么 来 作 
广告 呢 ?) 

现在 考虑 另 一 种 分 析 方 法 ， 这 种 方法 只 ‘要 利用 (31) 和 (32) 就 
够 了 .我们 已 经 说 过 , 装 过 滤 咀 的 一 个 理由 是 阻止 吸烟 者 吸入 所 有 
的 烟 , 进 而 阻止 他 获得 所 有 吸出 的 了 。 作 这 一 分 析 时 ,我 们 假定 滤 
咀 吸 收工 的 效果 只 与 烟草 本 身 一 样 好 ,于 是 B=. 

如 果 仅 把 烟 抽 到 滤 咀 为 止 ,那么 7 通过 吸 端 出 来 的 总 流量 是 


aWoVv 
Q, — b — a) 





eTO] — ed BV) (35) 





296 


如 果 把 烟 一 直 抽 到 端点 + 二 Xo, 我 们 就 必须 对 31) 从 t==0 积 
分 到 t= 二 Xo/v, 这 样 就 得 到 了 7 通过 香烟 的 总 流量 Qr: 


aww, _ := Xo/v 
Qr — e wor) ely _ ae dt 
[一 0 





1 一 a 
y 
_ a = (] — en MeV rg y (36) 


因此 , 抽 带 ac Oo” A9 A bt ZR St RG tg HH HE) Oh E a 
整 支 香 烟 时 工 通过 吸 端 出 来 的 总 流量 之 比 为 


— pT ai WV 
Ive | (37) 


Q, VON 一 ) 
=e o >c aX, 


Qr 一 e 
参见 习题 8. 
为 估计 等 式 右 边 的 值 ,将 Q,/Qr 作为 和 的 函数 在 fo = Xo 附 
近 展 开 为 Taylor 级 数 , 则 
1 一 aerodr 和 


b 2 
Q,/Qr = 1+ (bo — Xo) vl pease | + KC, — K 


(38) 
其 中 大 是 常数 ,见习 题 9. 

IF Xo MERI Soo ARE K Go Xo). hF a<, i Q/ 
Qr<1. 

我 们 也 可 以 用 这 个 模型 来 寻求 行 之 有 效 的 办 法 来 使 人 们 在 不 
完全 中 断 吸烟 的 前 提 下 削减 7 了 的 吸 人 量 。 曾 有 人 建议 只 抽 香 烟 的 
一 部 分 ,比如 只 抽 一 半 。 习题 10 概括 地 分 析 了 这 种 削减 了 的 吸入 
量 的 方法 。 | 


练 习 


1. (a) 假定 从 z Bat Ar HR RSI ROK 2 BO MSREMACM OC BI ot Ad) 
. 请 写 出 工 的 正确 表达 式 ， 
(b) 在 方程 (8) 的 推导 过 程 中 ,我 们 令 Ar 一 0, 这 时 对 ka) 中 的 工会 出 现 什 么 情 
况 ? 
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.推导 方程 (9). 

. 解 方程 (8) 和 (9) ,以 获得 表达 式 (10). 

. 推导 方程 (22). 

. 求 方 程 (25) 在 初始 条 件 (26) 下 的 解 以 获得 (27) ,再 推导 等 式 (28). 

. 推导 等 式 (29). 

. 推导 (33). 

. 推导 (37). 

- 把 Q/Qr FE fo — Xo FEF RR Taylor 级 数 以 获得 (38). 

10. 对 关于 9(X) 的 表达 式 (31) 从 :一 0 积分 到 上 6/2oo, 从 而 算得 抽 完 半 支 烟 时 了 了 
通过 香烟 的 总 流量 Q PREE QQ. (用 前 面 分 析 中 用 到 的 等 式 P= 
b.) 

11. “ERK E—-PRBMSMA A. CEF- ARAA 200 毫克 (mg) 焦 油 的 香 
烟 , 烟草 部 分 长 8 厘米 , 滤 咀 部 分 长 2 厘米 ， 烟 草 对 焦油 的 吸收 率 是 每 秒 $= 
04.02 ,而 滤 蛆 的 吸收 率 是 每 秒 8= 0. 08. 如 果 用 一 架 以 5 厘米 / 秒 的 速度 吸烟 
的 机 器 抽烟 , 试 计 算 焦油 通过 香烟 的 总 流量 。 这 里 假定 吸烟 过 程 中 任何 时 刻 
散 入 大 气 的 那 部 分 烟 所 占 比例 为 0. 7， 

12.“ 蒂 灰 "公司 希 望 每 年 拨款 1,000,000 美元 (通常 给 美国 癌症 协会 ) 作 为 改进 香 

烟 的 研究 投资 。 他 们 发 现 目前 的 研究 机 构 估 计 可 以 通过 降低 总 的 焦油 含量 Wo 

来 改进 烟草 , 也 可 以 通过 增 大 吸收 率 6 来 改进 滤 咀 。 据 估计 ,烟草 中 每 降低 一 

毫克 焦油 需要 花费 1000 美元 ,而 每 增加 0. 01 个 单位 的 8 需要 花费 10,000 美 

元 。 应 该 怎样 花 这 笔 钱 呢 ? 换言之 ,应 该 怎样 将 这 1000,000 美元 分 推 给 烟草 研 

究 和 滤 咀 研究 。 


© ao -3J [er] vl 中 Ga t= 


附录 :关于 密度 和 流速 的 讨论 


我 们 讨论 每 单位 长 度 里 的 质量 密度 。 考虑 任 一 时 刻 香烟 中 
烟 的 “快照 ”% 设 zx 是 香烟 中 除 端点 之 外 的 任 一 点 ,考虑 从 zx 一 (e/ 
2) 到 xz 十 (e/2) 的 香烟 。 对 于 不 同 的 6, 这 一 节 烟 中 7 的 质量 是 不 同 
的 ,上 越 大 ,所 含 质量 就 越 多 ( 见 图 9.3), 

如 用 m(z,e) 表 示 这 一 段 卫 的 质量 , 则 zz 处 的 密度 (单位 长 度 
里 的 质量 ) 定 义 为 | 
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plr) = lim MT) 人 


(A1) i 


现在 我 们 考虑 总 质量 和 质量 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
密度 之 间 的 关系 。 
我 们 知道 ,如 果 Lo 和 zi te 


图 9. 3 





图 9.4 


烟 中 的 任意 两 点 ,那么 rori Sl T ERA m Crt a)r, 
— To). 但 是 ， 这 一 质量 也 等 于 To 到 zo tô 之 间 、xo 十 6 到 ra t 26 
之 间 等 等 诸 段 上 7 的 质量 总 和 ,这 里 6== (2 — 29) /NN 是 整数 。 
于 是 


m = m( 8) + m(&,,€) 十 … + mly’), 


(A2) 
其 中 名 是 zo 到 rts 的 线段 之 中 点 ,人 是 zo 十 6 到 xo + 20 的 线 
段 之 中 点 ,… 
再 由 


m(é 


m(é;,0) = pD * oy (A3) 





质量 变 成 


m! 一 一 2 一 0 





_ Si mF) .8 (Aa) 


i 


& N 一 co , 则 ~0, 于 是 和 式 变 成 





m ,1 一 za = P p(x)dx. CA5) 


所 以 任 一 段 香 烟 中 全 的 质量 等 于 密度 在 这 一 段 上 的 积分 。 

现在 我 们 讨论 流速 . KV 是 烟 流向 右 方 的 ( 常 ) 速 度 。 换言之 ， 
如 果 在 时 刻 上 于 工 处 对 某 “小 薄片 ”的 烟 着 色 或 使 用 某 种 示 踩 物 加 
以 辨认 ,那么 在 时 刻 t 十 妨 , 这 “小 薄片 ”就 出 现在 x 十 VA (图 
9.5). 





X 


fA 9.5 


我 们 看 到 ,在 时 间 At 内 ,经 过 位 置 x 的 那 一 节 烟 的 长 度 为 
Vat 换言之 ,在 时 刻 才 第 一 个 经 过 工 的 那个 “小 薄片 ”位 于 z 处 ， 
而 经 过 Ae 个 时 间 单 位 后 ,这 一 小 薄片 移 到 x 十 VAt. 最 后 一 个 经 
过 = 的 "小 薄片 "仍然 处 于 xz, 它 刚刚 到 达 那 里 。 所 有 原来 处 于 这 其 
者 之 韶 的 "小 薄片 "都 在 某 个 中 间 时 刻 经 过 >， 
在 这 一 时 间 间 隔 里 经 过 位 置 x 的 那些 烟 的 质量 是 各 个 “小 薄 
片 " 的 质量 总 和 , 即 


atVey a ~ 
| pled. (AB) 
通过 xz 的 质量 流速 g4z) 等 于 
(x)= li Fae p(arde | (A7) 
q(x) = lim |= a)dz |. f 
At > or Als 
r+ë a a 
如 记 7(6)= | oDd, 则 由 微 积分 基本 定理 得 
Oe leo E+ 0 Eo 





(A8) 
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因此 经 过 zz 的 质量 流速 可 写成 
rw o 
g(x) 二 了。 lim | olada = Volz). (A9) 
At -> 9 NY 
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教师 参考 


目的 ”研究 如 何 计算 烟草 中 某 成 份 经 燃烧 后 的 释放 量 ,本 章 
还 讨论 流量 和 密度 的 概念 。 

预备 知识 ”多 元 微 积 分 ,微分 方程 

时 间 两 次 课 

注 这 一 章 多 次 运用 微 积分 的 概念 ,诸如 基本 定理 一 Rie- 
mann 积分 .导数 等 。 为 求 得 答案 还 必须 求解 简单 的 一 阶 常 微分 方 
程 。 这 些 问题 的 简短 论述 可 在 Ben Noble 的 著作 Applicatians for 
Vndergraduate Mathematics in Engineering 中 找到 。 





第 10 章 


能 量 用 于 获取 食物 的 效率 (1) :人 


Fred S. Roberts * 


—_— 
wu 
Lilt 


1.1 问题 


世界 人 口 已 达到 40 亿 , 并 继续 在 快速 增长 ;预计 到 2000 年 可 
达 7042126). 人 们 日 益 关 心 人 类 能 否 养 活 自己 。 目前 已 有 一 大 
部 分 人 处 于 营养 不 良 的 状态 ,近年 来 ,非洲 的 近 撒哈拉 沙 江 地 区 和 
亚洲 部 分 地 区 的 饥荒 一 直 是 头条 新 闻 。 毫 无 疑问 ,由 于 农业 系统 ， 
比如 美国 农业 系统 的 生产 率 已 高 到 难以 令 人 置信 的 地 步 , 也 由 于 
现代 技术 在 世界 性 的 食物 生产 中 得 到 了 应 用 (我 们 都 听 说 过 所 谓 
的 “绿色 革命 ”) ,我 们 已 经 避免 了 更 为 严重 的 饥荒 。 要 了 解 生产 率 
的 变化 情况 ,我们 只 要 注意 如 下 的 事实 : 据 估 计 , 在 现代 种 植 系统 
下 ,美国 玉米 每 英亩 “的 产量 已 从 1909 年 的 26 莆 式 耳 增加 到 
1971 年 的 87 蒲式耳 ,这 一 增长 主要 是 在 1950 年 以 后 发 生 的 ( 见 
Pimentel 等 人 的 [291,444 一 445 页 ) 。 

不 深 的 是 ,现代 农业 生产 率 的 提高 是 付出 了 代价 的 ,这 就 是 利 


* Department of Mathematics, Rutgers University ,New Brunswick. NJ08903. 
** 1 英亩 约 合 4000 米 ? 一 6 亩 ,1 蒲式耳 约 合 36 公升 。 一 一 译注 
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用 了 大 量 的 能 量 。 在 农业 的 早期 阶段 ,用 于 食物 生产 的 唯一 能 量 是 
人 为 。 随后 人 们 渐渐 发 现 动 物 可 代替 自己 干 些 活 。 再 后 来 ,机 器 也 
加 入 了 这 一 行列 。 现 在 ,矿物 燃料 已 成 为 农业 生产 的 主要 投入 
([L12]) ,能 量 不 仅 用 于 驱使 拖拉 机 绕 农场 行驶 , 而 且 也 用 于 灌溉 、 
用 于 生产 .施肥 、 杀 忠 等 等 。( 这 甚至 还 没有 考虑 用 于 加 工 、 运 送 到 
超级 市 场 .储藏 .在 家 里 的 准备 等 等 所 需要 的 能 量 ) ,如 果 能 量 说 价 
而 又 丰富 (或 看 起 来 比较 丰富 ) ,那么 所 有 这 些 利用 能 量 的 方式 都 
无 可 非议 .可 是 ,现在 人 们 已 开始 意识 到 ,廉价 . 易 得 的 能 量 快 要 用 
完 。 这 就 给 我 们 是 否 有 能 力 养活 日 益 增长 的 人 口 提 出 了 一 系列 严 
肃 的 问题 。 

显然 ,人 类 日 益 需 要 有 效 地 利用 能 量 。 大 量 的 生态 学 文献 表 
明 , 相 比 之 下 动物 在 能 量 的 利用 方面 是 非常 有 效 的 。Hainsworth 
和 Wotf(L10j) 提 出 ,动物 的 进化 就 是 以 有 效 地 利用 能 量 来 捕食 为 
目的 的 。Schoener([L38]) 争 论说 ,对 于 一 类 除 大 小 之 外 其 它 方 面 都 
相同 的 摧 食 者 来 说 , 凡 以 最 优 方式 效 得 能 量 以 维持 其 食物 需要 的 
捕食 者 必 将 在 大 小 上 最 优 ( 从 而 将 会 得 到 进化 )。Emlen(L8]) 断 
言 ,自然 选择 使 得 那些 在 单位 时 间 内 获得 最 大 热量 值 的 吃食 伍 好 
得 到 发 展 。 

在 这 两 章 的 第 一 部 分 ,我 们 将 考虑 用 于 获取 食物 能 的 能 量 利 
用 效率 的 各 种 度量 方法 ,然后 研究 使 能 量 效率 达到 最 优 的 一 些 策 
略 , 最 后 一 节 我 们 将 前 几 节 的 讨论 应 用 到 人 类 的 食物 生产 .下 一 章 
我 们 将 利用 使 能 量 利用 效率 达到 最 优 的 各 种 策略 来 构造 一 系列 有 
关 动 物 在 搜寻 食物 过 程 中 的 行为 的 数学 模型 。 我 们 要 对 能 量 利用 
较为 有 效 的 捕食 者 建立 模型 ,并 对 其 吃食 习惯 、 体 型 大 小 等 等 作 些 
预测 .这些 生物 学 模型 本 质 上 都 是 描述 性 的 , 它 描述 一 类 试图 有 效 
地 利用 能 量 的 捕食 者 的 行为 .相反 ,关于 人 利用 能 量 的 讨论 从 本 质 
上 说 是 约定 俗 成 的 ,或 者 说 是 规范 的 ,讨论 的 是 应 该 怎样 制定 食物 
生产 过 程 中 有 关 能 量 利用 的 决策 。 
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应 当 提 到 的 是 ,虽然 我 们 强调 食物 的 能 量 ,但 吃食 比 仅 仅 获取 
能 量 还 是 具有 更 多 的 且 的 .动物 和 人 都 需要 有 一 个 平衡 的 食谱 ”， 
这 不 仅 要 求 食物 具有 足够 大 的 热量 值 ,而 且 还 要 有 一 定 的 蛋白质 、 
维生素 等 成 份 的 组 合 。 我 们 将 在 一 个 地 方 简要 提 及 我 们 对 平衡 食 
谱 的 需求 ,但 我 们 只 注重 热量 值 。 


1.2 本 章 的 内 容 安排 


这 一 章 分 为 四 节 。 第 1 节 就 是 这 个 引言 。 第 2 节 简 要 介绍 以 
后 要 用 到 的 生物 学 和 物理 学 的 某 些 背景 知识 .我 们 希望 ,只 要 这 些 
简要 的 背景 知识 就 能 读 懂 本 章 的 大 部 分 内 容 。 但 应 该 强调 ,如 果 要 
对 这 里 所 提出 的 内 容 认真 地 进行 扩展 ,或 者 要 自己 建立 模型 , 那 就 
需要 更 为 深入 的 生物 学 和 物理 学 知识 .第 3 节 引 入 效率 的 概念 ,并 
讨论 定义 效率 的 其 它 各 种 方法 .这 一 节 系 统 地 提出 “整体 最 优 效率 
问题 "并 讨论 解决 这 一 问题 的 一 些 方法 。 这 一 章 的 最 后 一 节 , 即 第 
4 节 讨 论 人 类 食物 生产 的 能 量 效率 ,然后 研究 求解 整体 最 优 效率 
问题 的 方法 是 否 适用 于 人 的 食物 生产 。 这 一 节 最 后 还 考虑 在 食物 
生产 中 提高 能 量 效 率 的 一 系列 策略 ,并 对 其 中 某 些 策略 作 数 学 上 
的 分 析 。 


2 能 与 食物 :生物 学 和 物理 学 的 一 些 背 景 知识 


人 和 动物 做 功 都 是 通过 新 陈 代谢 释放 能 量 来 实现 的 。 所 谓 新 
陈 代谢 就 是 呼吸 过 程 对 食物 的 氧化 。 做 功 这 个 术语 包括 肌肉 的 弯 
曲 与 伸张 ,也 包括 把 蛋白 质 合成 为 新 的 细胞 .新 陈 代谢 所 用 的 能 量 
源 于 太阳 。 植 物 吸收 了 太阳 能 ,并 通过 光合 作用 将 其 转化 为 化 学 
能 。 化 学 能 进一步 由 植物 传 给 小 动物 ,由 小 动物 传 给 大 动物 ,如 此 
等 等 ,经 历 了 -- 个 食物 链 , 有 些 能 量 最 终 传 给 了 人 。 

生态 学 是 研究 食物 链 的 科学 ,更 一 般 地 说 , 它 研究 的 是 生物 与 
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ED ial. ED SH BRM CIR. ERITH A 
然 环 境 构成 了 所 谓 的 生态 系统 。 我 们 将 研究 生态 系统 中 能 量 的 流 
动 , 研 究 这 个 主题 的 科学 分 支 称 为 能 量 学 , 它 涉及 物理 .化 学 和 生 
物 三 者 的 结合 。 

能 量 ,就 像 物理 学 家 们 所 定义 的 那样 ,就 是 做 功 的 能 力 。 能 量 
以 各 种 各 样 的 形式 出 现 包括 机 械 能 、 化 学 能 ,辐射 能 和 热能 。 关 于 
能 量 ,关键 的 是 它 既 不 能 被 创造 也 不 能 被 消灭 ,只 能 从 一 种 形式 转 
化 为 男 一 种 形式 。 这 就 是 热力 学 第 一 定律 。 

由 于 能 量 以 多 种 形式 出 现 , 所 以 度量 能 量 的 单位 也 有 和 多 种 . 例 
如 ,把 一 个 物体 举 起 所 做 的 功 通 常用 所 举 物体 的 重量 与 所 举 的 高 
度 之 积 来 度量 ,例如 把 重 为 1 克 的 物体 举 高 1 厘米 ,那么 克服 引力 
所 做 的 功 称 为 1 尔格 。 尔格 是 对 功 中 所 用 机 械 能 的 度量 。 同 样 , 热 
能 也 可 以 度量 。 把 1 克 水 的 温度 提高 摄氏 1 度 所 需 的 热 称 为 1 卡 ， 
记 为 cal. 1 干 卡 称 为 千克 卡 或 千 卡 , 简 记 为 Kcal 或 Cal. Joule 通过 
对 机 械 能 与 热能 之 间 转 换 的 研究 (具体 地 说 ,把 水 加 热 应 做 多 少 
功 ), 发 现 了 二 者 之 间 的 相互 关系 , 即 4.2X10’ 尔格 等 于 1 卡 。 在 
研究 农业 的 能 量 投 入 时 ,我 们 得 把 所 用 各 种 不 同形 式 的 能 量 转变 
成 具有 相同 的 单位 ,这 一 点 非常 重要 。 为 与 能 量 学 的 文献 相 一 致 ， 
我 们 以 后 都 用 千 卡 来 计量 能 量 。 

本 节 的 大 部 分 内 容 取材 于 Phillipson 的 [28]。 多 数 基础 生物 学 
教科 书 都 有 有 关 能 流 的 章节 。 较 好 的 参考 书 有 Colinvaux 的 [4]、 
”Ricklefs L35], Odum 的 [27] 和 Reid 的 [34]。 在 能 量 学 方面 叙述 
更 为 详尽 的 著作 有 Kleiber 的 [16]、Lehninger 的 [19].、Milter 的 
[24] 和 Wesley #9[ 43]. 
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3 效率 和 最 优 效 率 生 


31 效率 的 定义 


考虑 一 个 过 程 或 者 一 项 活动 wa, 它 由 一 定数 量 的 投入 Za) 产 
生出 一 定数 量 的 产 出 O(a). 这 项 活动 的 效率 可 定义 为 
Ta) (1) 
O(a) 


例如 ,一 个 用 来 使 房间 加 温 的 燃油 炉 消 耗 了 一 定量 的 油 。 这 里 , 投 
和 人 能 量 是 燃烧 所 产生 的 热能 , 产 出 能 量 是 实际 到 达 房 间 的 热能 , 燃 
油 炉 的 效率 即 为 两 者 之 比 。 在 正常 情况 下 ,燃油 炉 的 效率 大 约 在 
0. 60 到 0. 65 之 间 *, 所 以 我 们 说 燃油 炉 的 效率 是 60% — 65% CHL 
(61,39 页 )。 同 样 ,一 项 初始 投入 为 100 美元 、 产 出 为 200 美元 的 
投资 ,其 效率 为 200/100==2 或 200%. 一 般 来 说 ,我 们 要 求 投资 的 
效率 大 于 一 。 再 最 后 举 一 例 ,如 果 用 500 千 卡 的 能 量 来 种 植 食物 ， 
所 得 产量 相当 于 6000 于 卡 食物 能 ,那么 这 一 农业 过 程 的 效率 为 
6000/500, Bil 12. 

效率 是 热力 学 中 相当 常见 的 概念 , 它 是 度量 投入 与 产 出 之 机 
对 值 的 一 种 很 自然 的 方式 。 当 然 ,效率 也 可 用 其 它 方式 来 定义 。 例 
如 ,Commoner([L61,39 页 ) 认 为 ,测量 燃油 炉 的 效率 应 该 考虑 让 房 
间 加 热 到 一 定 温 度 的 所 有 各 种 可 能 的 程序 ,再 计算 能 够 完成 这 一 
任务 (比如 加 温 到 70") 所 需 的 最 小 工作 量 。 最 小 工作 量 可 由 所 能 
想象 得 到 的 最 有 效 的 加 温 过 程 来 计算 , 而 燃油 炉 的 效率 就 是 所 能 
想象 得 到 的 最 小 工作 量 与 用 燃油 炉 来 完成 这 项 任务 时 所 宥 的 实际 
工作 量 之 比 。 沿用 美国 物理 协会 一 小 分 队 的 叫 法 ,Commoner 把 这 
种 效率 出 作 “ 按照 热力 学 第 二 定律 的 效率 "。 在 这 种 意义 上 ,燃油 炉 


e(a) = 
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的 效率 仅 有 8.2%" . 另 一 种 测量 效率 的 办 法 是 考虑 净 产 出 , 即 产 
出 与 投入 的 差 除 以 投入 : 
O(a) — ICa) 
ICa) . 
还 有 其 它 一 些 测量 方法 把 时 间或 别 的 什么 因素 搬 进 来 ,测量 单位 
时 间或 这 一 别 的 因素 每 个 单位 的 净 产 出 。 例 如 考虑 
O(a) — ICa) 
T Ca) 7 
其 中 T (a) 可 能 表示 进行 活动 xs 所 需 的 时 间 。 

在 习题 和 本 卷 的 第 11 Æ (Roberts 和 Marcus 一 Roberts 的 
(36) ,我 们 还 要 回 到 后 面 这 个 概念 。 但 在 这 里 ,我 们 要 研究 等 式 
(1) 所 定义 的 效率 ela). 我 们 要 寻求 一 些 办 法 ,以 便 从 一 堆 活动 中 
选择 出 既 能 使 总 效率 最 大 又 能 达到 一 定 目 标的 好 些 活动 。 


3. 2 整体 最 优 效 率 问 题 


假定 我 们 面临 着 在 一 些 活 动 . 过 程 或 种 类 中 进行 选择 。 每 项 活 
动 的 投入 为 天, 产 出 为 0;. 按照 等 式 (1) ,其 效率 定义 为 


i 
e; = 7. 


I, 
假定 我 们 要 完成 足够 多 的 活动 或 选择 足够 多 的 过 程 或 种 类 ,以 便 
在 一 天 或 一 年 时 间 里 总 产 出 等 于 某 个 数 M. 我 们 将 在 第 4 节 碰 到 
这 个 问题 ,那里 0; 是 在 一 块 土 给 定 的 土地 上 通过 某 给 定 的 过 程 所 
产生 的 食物 能 ,是 用 于 这 块 地 了 上 那个 过 程 的 能 量 。《 以 后 需要 
增加 一 个 限制 , 即 每 块 土地 都 不 能 作 多 种 用 途 , 这 是 很 容易 做 到 
的 。) 从 捕食 者 的 观点 来 看 ,我 们 在 [36 ,第 4.7 节 j] 也 将 碰 到 类 似 的 
问题 ,那里 0; 是 从 第 i 种 食物 中 得 到 的 食物 能 ,1; 是 搬 获 并 吃 挥 第 


使 室 ATEA IRAT A 这 种 装置 的 作 骨 与 也 冰箱 相反 > AS 
却 党 外 素 达 到 加 温室 山 的 有 的 
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i 种 食物 所 需 的 能 量 。 捕 食 者 选择 食物 来 吃 , 目 的 是 为 了 吃 进 是 够 
多 的 食物 ,以 满足 其 日 常 的 需求 M, 还 有 第 三 种 解释 方法 , 那 是 把 
7; 看 作 投 入 到 第 i 个 潜在 投资 项 目的 美元 数 ,把 O; 看 作为 在 这 一 
项 上 月 上 所 期 望 得 到 的 收成 。 我 们 要 在 一 年 的 时 间 里 选择 一 些 投 资 
项 目 使 得 收成 达 M 美元 。 

我 们 要 考虑 的 主要 问题 不 仅 有 如 何 选择 过 程 种 类 或 投资 项 
目 来 达到 预定 的 总 产 出 ,而 且 还 有 如 何 最 有 效 地 完成 这 些 任务 。 疫 
S 是 一 些 过 程 、 种 类 或 投资 项 目的 集合 , 它 达到 了 预定 的 总 产 出 。 
按照 我 们 的 一 般 原 则 (1) ,活动 集合 5 的 效率 是 产 出 除 以 投入 , 即 

So, 

iES 
ST 
res 
我 们 将 寻求 一 组 过 程 、. 种 类 或 投资 项 目的 集合 ,使 它 具 有 最 大 的 效 
率 。 问 题 可 以 正式 叙述 如 下 ， 


e(S) = 





(2) 


SL (3) 
受 限制 于 >， O; = M 
ies 
当然 , (3) 可 以 化 为 在 条 件 2,0: =M FR Dh 的 最 小 值 , 但 按 


(3) 的 形式 叙述 问题 较为 方便 ， 因为 我 们 以 后 遇 到 的 这 种 间 题 都 
以 上 述 形 式 出 现 ， 
把 (3) 修 改 成 
yo, 
S7 w 


ZRHT È OZ M 


max(S) = 
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可 能 更 为 合理 。 问 题 (4) 说 的 是 我 们 至 少 达到 预定 产 出 ,而 问题 
(3) 说 的 是 刚好 达到 。 以 后 我 们 要 讨论 (4) 。 现 在 我 们 只 关注 (3)， 
因为 对 捕食 者 的 描述 ,问题 (3)( 或 下 面 的 修正 形式 (6)) 更 为 合理 。 
事实 上 , (4) 的 解 可 能 要 求 捕食 者 就 自身 需要 而 言 在 吃食 上 花 过 多 
的 时 间或 者 吃 得 过 多 ,对 于 其 它 方面 的 解释 , (3) 和 (4) 都 是 合理 
的 。 

容易 把 问题 (3) 叙 述 为 一 个 线性 规划 问题 , 它 实际 上 是 个 整数 
规划 问题 。 设 x; 是 了 中 含 i 的 次 数 。 当 然 ,z 不 是 0 就 是 1, 于 是 
GER 


Sad; 
受 限制 于 2 20, = M 5 


Hir S1 
l 对 一 切 i,z; 是 整数 
这 又 等 价 于 线性 规划 


max Sadi 
受 限 制 于 2 20; =M 


M—W irni 
对 一 切 ix; 是 整数 
因此 ,可 以 用 求解 (整数 ?线性 规划 的 常用 方法 来 解决 这 个 问题 ,但 
有 时 也 可 以 用 一 种 特殊 的 方法 加 以 解决 ,这 一 点 ,我 们 下 面 就 要 看 
到 。 
我 们 称 (3) 为 整体 最 优 效 率 问 题 ,或 简称 为 GOE 问题 。 当 然 ， 
对 于 效率 的 其 它 定义 ,比如 3. 1 节 提 到 的 那些 定义 ,我 们 也 可 叙述 
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类 似 的 问题 .如 果 用 每 单位 投入 的 净 产 出 那 一 定义 ,那么 问题 就 与 
现在 的 等 价 , 这 是 因为 一 旦 OA 取 最 大 , 则 
O-T 


1 

也 取 最 大 。 对 于 对 单位 时 间 的 净 产 出 求 最 大 值 的 GOE 问题 ,我 们 
将 在 练习 中 讨论 。 

求解 GOE 问题 的 一 种 方法 是 “ 贪 栖 算法 ”首先 ,选择 O/T R 
可 能 地 大 (在 相等 的 情况 下 任意 选择 ) 的 过 程 或 种 类 i. 其 次 ,选择 
{E O/T, 达到 次 最 大 的 过 程 i 如 此 继续 直到 达到 预定 的 产 出 为 
止 。 这 种 办 法 与 我 们 平常 所 作 是 一 致 的 。 每 进行 一 步 都 要 使 所 作 
的 选择 具有 最 优 的 效率 。 在 优化 投资 项 目 时 ,我 们 先 选择 最 好 的 
投资 项 目 ,然后 ,如 果 还 有 钱 多 余 , 再 选择 次 最 好 的 投资 项 目 ,如 此 
等 等 ， 

不 幸 的 是 ,如 果 我 们 要 求 恰好 达到 预定 的 产 出 总 和 M ,那么 
上 述 的 贪 禁 法 或 贪 禁 算 法 就 可 能 会 使 我 们 走 过 了 头 。 举 个 例子 来 
说 , 表 1 列 出 了 若干 过 程 及 其 投入 与 产 出 。 假 定 所 需 的 M 为 
1000. 贪 禁 算 法 会 这 样 进 行 : 首 先 选 择 过 程 2, 因为 e, 二 8.6 是 最 
大 的 效率 。 其 次 选择 过 程 3, 因 为 = 8. 3 是 次 最 大 效率 。 可 惜 ,0， 
十 Os BAF M=1000. 所 以 ;对 于 GOE 问题 (3) , 贪 禁 算 法 并 没有 

给 出 其 可 行 解 , 即 满足 





O; = M, 
ES 
的 解 。 
#1 M=1000 
过 程 i 1 2 3 4 5 6 
产 出 00. 100 600 506 200 400 300 
HAT 100 70 60 80 50 70 


效率 eo, = O,/ I; 10 86 8.3 2.5 BO 4.3 
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贪 禁 算法 的 一 个 变种 ,姑且 叫 次 贪 殖 算 法 ,是 这 样 的 。 在 每 
步 都 选择 使 DO 不 超过 M 的 最 大 效率 (在 相等 的 情况 下 , 像 平 
常 所 作 的 一 样 也 任意 选择 ) 。 用 这 种 方法 求解 上 述 问题 ,我们 就 先 
选 过 程 2 再 选 过 程 5. 习题 7 要 求 读者 构造 一 个 例子 使 得 由 次 贪 
软 算 法 求 出 的 不 是 可 行 解 。 习 题 8 将 进一步 研究 这 种 方法 。 

表 2 列 出 了 表 1 那个 问题 的 所 有 可 行 解 , 即 所 有 满足 

S}O; = 1000 
的 过 程 子 集 $( 读 者 应 该 验证 一 下 自己 算出 来 的 是 否 与 这 个 表 一 
致 )。 





表 2 以 表 1 为 数据 的 GOE 问题 的 可 行 解 


过 程 子 集 5 eCS)= iesO Vesli 
1,2,6 1000/240 
1,3,5 1000/210 
1,4,5.6 1000/300 
2,5 1000/120 
3.4.6 1000/210 


显然 ,由 过 程 2 和 过 程 5 构成 的 子 集 是 最 优 解 ,因为 1000/12 
是 所 有 ce(S) 中 的 最 大 者 ,这 个 解 刚好 是 次 贪 歼 算 法 求 出 的 解 。 但 
这 不 是 普遍 规律 ,即使 一 个 GOE 问题 有 可 行 解 , 该 算法 也 不 一 定 
达到 问题 的 最 优 解 。 习 题 8 要 求 读者 说 明 这 一 点 。 

如 果 仍 用 表 1 的 数据 ,但 M 由 1000 变 为 1100, 则 贪 禁 算法 的 
确 求 得 可 行 解 。 这 个 解 就 是 选择 过 程 2 和 3. 表 3 列 出 了 这 种 情况 
下 所 有 的 可 行 解 .( 这 里 读者 也 应 该 验证 一 下 自己 算出 来 的 是 否 与 
这 个 天 一 致 .) 容 易 看 到 , 贪 整 算法 求 得 了 最 大 的 eCS) ,因而 所 求 
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之 解 是 这 个 GOF 问题 的 最 优 解 。 这 决 不 是 偶然 的 。 
表 3 以 表 1 为 数据 .Ah 变 为 1100 的 GOE 问题 的 可 行 解 


过 程 子 集 5 e(S) = Des Desti 
1,255 1100/220 
1,3,4,6 1100/310 
2.3 1100/130 
2,4,6 1100/220 
3,4,5 1190/190 


定理 ”如果 由 贪 禁 算 法 求 得 GOE 问题 的 一 个 可 行 解 , 则 它 
必 为 最 优 解 。 

我 们 将 在 3. 3 市 证 明 这 个 定理 。 它 断言 的 是 局 部 优化 ( 即 每 一 
步 进行 优化 ) 有 时 能 达到 整体 优化 的 效果 。 这 个 结果 实在 出 人 意 
外 ,因为 一 般 说 来 表达 式 


£o, 
37 
与 表达 式 | 
O, 
DT 

很 不 相同 。 


我 们 已 经 看 到 , 贪 禁 算 法 并 不 总 是 求 得 GOE 问题 (3) 的 最 优 
解 。 在 第 4 节 我 们 要 问 , 当 人 利用 能 量 生 产 食物 时 , 贪 禁 算法 是 否 
可 得 可 行 解 。 另 一 方面 ,我 们 当中 许多 人 为 了 提高 效率 ,往往 用 贪 


.* 如 果 有 效率 相等 , 则 由 贪 禁 算 法 得 到 的 每 个 解 都 是 最 优 的 。 
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A DUETS HERE. 比如 选择 投资 项 目 。 这 或 许 是 由 于 我 们 不 在 乎 比 
所 需要 的 产 出 总 量 ( 能 量 或 投资 收成 )M 多 出 一 点 儿 。 我 们 求解 的 
或 许 是 GOE 问题 的 如 下 变种 ， 


SRB SO, > M (6) 
r igs 


且 对 “的 一 切 真子 集 工 
XO < M 


i€ 

在 这 个 问题 中 ,我 们 选择 S 使 整体 效率 e($S) 最 大 并 达到 所 需 的 产 
出 总 量 ,但 只 刚刚 达到 ,也 就 是 说 ,在 S 中 除去 任何 过 程 都 达 不 到 
这 个 需求 量 . 只 要 这 个 问题 的 可 行 解 存在 , 贪 焚 算 法 就 总 能 求 出 其 
中 的 一 个 。 但 奇怪 的 是 ,这 种 解 不 一 定 是 最 优 的 。 举 个 例子 来 说 ， 
考虑 表 4 的 数据 ,其 中 M=760. 根据 贪 梦 算法 ,我 们 选择 过 程 1 
和 2, 相 应 的 整体 效率 是 1000/150=6.7. 可 是 ,选择 过 程 1 和 3 
所 得 的 可 行 解 ,其 整体 效率 760/105 二 7.2 更 大 .所 以 ,用 贪 禁 算 法 
求解 (6) 未 必 能 得 到 最 优 解 。 

| 在 本 卷 第 11 Æ (Roberts 和 Marcus— Roberts 的 [36]) 将 提出 
的 一 些 数 学 模型 里 ,我 们 将 假定 动物 优化 能 量 效率 时 采用 贪 禁 算 
法 。 科 学 哲学 家 们 企图 把 行为 的 描述 性 模型 与 行为 的 传统 模型 或 
规范 模型 区 别 开 来 。 描 述 性 模型 描述 生物 会 怎样 行动 ,而 传统 模型 
描述 生物 应 该 怎样 行动 ,因为 已 经 看 到 贪 禁 算法 不 一 定 达 到 最 优 ， 
所 以 我 们 充其量 只 能 把 这 些 利用 贪 禁 算法 的 模型 看 作 是 描述 性 
的 ,而 不 能 看 作 是 传统 的 。 这 些 模 型 都 基于 这 样 一 个 假设 , 即 生 物 
都 试图 进行 优化 ,并 为 此 选择 一 种 很 自然 的 办 法 (这 或 许 是 它们 的 
大 脑 所 能 一 步 一 步 处 理 的 唯一 办 法 )。 但 是 ,它们 所 用 方法 可 能 达 
不 到 最 优化 的 目的 。 
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#4 M=760 
i 1 2 3 
O, 750 250 10 
1 100 50 5 


e= 0il k 7.9 3 2 


前 面 我 们 已 经 看 到 ,要 考虑 的 问题 可 能 不 是 GOE 问题 (3)， 
而 是 问题 (4): 





`I; l (4) 
受 限 制 于 DO, > M 
ES 


注意 ,如 果 把 (3) 的 目标 改 成 求 X esL 的 最 小 值 ,我 们 就 得 到 与 
(3) 等 价 的 问题 。 在 (4) 中 作 同 样 的 替换 就 得 到 问题 
min > 1, 

res 
受 限制 于 ,0 > ,| 


我 们 把 (44a) 称 为 投入 最 小 化 问题 。 读 者 应 该 注意 , (4) 和 (4a) 是 不 
等 价 的 (习题 15)， 

我 们 可 能 会 问 , 用 贪 焚 算 法 求 得 的 问题 (6) 的 解 是 否 必 为 (4) 
的 最 优 解 。 答 案 是 否定 的 ,习题 14a 要 求 读者 说 明 这 一 点 ,对 于 
(4) ,我 们 也 可 能 提 到 一 种 不 同 的 贪 楚 算 法 , 即 仿 楚 最 小 化 算法 .这 
种 算法 是 先 选取 使 L 取 最 小 的 活动 ,再 在 剩 下 的 当中 选取 使 / 取 
最 小 的 活动 ,如 此 继续 直至 达到 或 超过 产 出 M. 习题 148 将 要 求 
ER EN SEE BA A ROR TA RY ER 


(da) 
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练 习 
L 考虑 表 5 的 数据 。 解 该 GOE 问题 ,并 将 所 得 之 解 与 用 贪 歼 算法 求 出 的 解 ( 如 果 
有 ) 作 比较 。 
表 5 M=800 
1 1 2 3 4 3 6 
O; 200 400 350 200 400 450 
[; 150 250 175 40 106 150 


2. 求 由 表 5 确定 的 GOE 问题 的 次 仿 玖 解 ,并 与 最 优 解 作 比 较 。 
3. 用 表 5 的 数据 求解 (6) JERES RERE ER. 
4. 对 表 6 的 数据 重复 练习 1. 


#6 M=1000 
1 1 2 3 4 5 6 
O; 800 400 600 800 200 200 
I; 400 200 400 500 50 10 


. 对 表 6 的 数据 重复 练习 2. 

. 对 表 6 的 数据 重复 练习 3. 

证 明 : 即 使 COE 问题 的 可 行 解 确实 存在 ,次 贪 禁 算法 也 未 必 达 到 其 可 行 解 。 

+ 证 明 对 于 GOE 问题 ,次 贫 楚 算法 所 求 之 解 可 以 是 非 最 优 的 可 行 解 ， 

证 明 : 如 果 闪 数据 相等 而 引起 两 可 性 ,就 有 可 能 出 现 这 样 的 情况 . 即 在 用 贪 禁 
算法 求解 GOE 问题 时 , 一 种 选择 得 到 可 行 解 , 而 另 一 种 选择 得 到 的 解 却 不 可 
行 。 

10. GOE 问题 及 其 变种 (5? 与 应 攻 运 筹 学 由 的 一 类 重要 问题 , 即 背包 问题 有关。 

所 谓 背 包 问 题 就 是 :假定 在 飞 向 火星 的 字 窒 飞船 中 考虑 携带 pz 种 不 同 的 仪 

器 。 第: 种 仪器 的 科学 价值 为 % 重量 为 多; 那么 选择 哪些 科学 仪器 才能 馈 得 

总 的 科学 价值 尽 可 能 地 大 , 而 所 携带 的 仪器 的 总 重量 又 不 超过 某 最 大 值 M. 


O Q N A A 
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设 x 为 所 携带 的 第 i 种 仪器 的 单位 数 , 则 a= 或 1, 于 是 该 问题 可 用 数学 式 
子 表 示 出 来 ,要 解决 的 是 
max SS; 
BT DW, <M n) 
OL aQl, i=1,2,.",p 
x; 为 整数 ,i = 12. p 
问题 (7) 是 典型 的 整数 规划 问题 , 称 为 背包 问题 (把 宇宙 飞船 设想 成 背包 ) ,这 
个 同 题 很 容易 化 成 求 最 小 而 不 是 求 最 大 的 问题 ;或 化 成 允许 x; 取 任意 非 负 
整数 ,而 不 仅仅 是 0 和 1 的 问题 ;还 可 以 化 成 要 求 Dy 之 或 2 = 
M 的 问题 。 有 关 背 包 问题 的 更 为 详尽 的 讨论 可 在 Garfinkel 和 Nemhauster 的 
[9] 中 找到 。 
Ca) 阐述 求解 背包 问题 的 贫 禁 算法 。 
(b) 考 虑 这 样 一 个 具体 问题 :这 里 宇宙 飞船 考虑 携带 的 仪器 有 四 种 ,其 价值 和 
重量 如 表 ? 所 示 , 设 5, 先 求 出 这 个 问题 所 有 的 可 行 解 ,再 求 出 一 个 最 优 
解 和 一 个 贫 款 解 ,并 确定 贪 硅 解 是 否 最 优 。 





表 7 M=5 
i 1 2 3 4 
S 8 6 10 11 
W; 5 1 3 2 


(c) 改 变 表 7 OE E s 由 8 就 成 15, OR 出 所 有 的 可 行 解 .一 个 最 优 解 
和 一 个 贪 蒜 解 ,并 验证 该 贪 禁 解 是 否 最 优 .( 注 :Magazine AHL KIE 
了 在 什么 条 件 下 贪 殊 算 法 的 确 求 得 背包 问题 的 最 优 解 。) 
11. 用 贪 整 算法 求解 GOE 问题 启示 我 们 考虑 如 下 的 问题 : 


max 5) 2 

es O! (8) 
受 限制 于 240% =M 

这 个 问题 可 称 为 局 部 最 优 效率 问题 或 LOE 问题 。 试 对 下 面 的 数据 求解 





12. | 
. 虽然 GOE 问题 与 练习 11 的 LOE 问题 有 紧密 的 联系 ,但 两 者 的 解 是 截然 不 
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这 种 问题 。 

《a) 表 1 的 数据 。 

(b) #2 1 的 数据 ,但 M 变 成 1100， 

(c) 表 4 的 数据 。 

(d) 表 5 的 数据 。 

(e) 表 6 的 数据 。 

将 练习 11 的 LOE 问题 转化 成 背包 问题 (练习 10), 


同 的 。 证 明 , 贪 束 解 有 时 对 于 这 两 个 问题 都 是 可 行 的 ,从 而 是 第 一 个 问题 的 
最 优 解 ,但 却 不 是 第 二 个 问题 的 最 优 解 。 这 表明 我 们 对 于 优化 效率 的 直觉 并 
非 很 精确 。( 提 示 :考虑 练习 11(Cb) 的 答案 。) 


《a) 证 明 ; 对 (6), 贪 禁 算 法 求 得 的 解 未 必 是 相应 问题 (4) 的 最 优 解 。 


(b) 证 明 ; 对 于 问题 (4) , 仿 殊 最 小 化 算法 未 必 达 到 最 优 解 。 


. 证 明 问 题 (4) 和 (C4a) 不 等 价 。 
: 讨论 问题 (4) 的 贪 整 最 小 化 解 与 问题 (3) 和 (6) 的 最 优 解 之 间 的 关系 。 
- 把 练习 10 的 背包 问题 修改 一 下 ,假定 只 有 在 所 携带 仪器 的 总 科学 价值 至 少 


达到 某 最 小 量 M 时 ,到 达 火 是 的 旅程 才 值得 一 试 .所 以 问题 是 要 选择 携带 总 
科学 价值 至 少 是 M 的 仪器 ,使 其 重量 达到 最 小 。 

(a) 把 这 个 问题 表述 为 线性 规划 问题 。( 这 个 问题 也 称 为 背包 问题 ,) 

(b) 讨 论 这 个 问题 与 问题 (4a) 之 间 的 关系 。 

《c) 假 定 重量 .科学 价值 和 M 与 练习 10 一 样 , 试 求 出 这 个 问题 的 最 优 解 ,并 
与 贪 畦 解 作 比较 ， 





考虑 单位 时 间 净 产 出 的 优化 问题 。 每 个 过 程 都 有 一 投入 五 , 产 出 O 和 时 间 


Ti, 其 效率 定义 为 
O; 一 i; 
T; 





而 过 程 集合 5 的 效率 定义 成 


(a) 表述 类 似 的 GOE 问题 。 

Cb) 描述 贪 吾 算法 和 次 贪 禁 算 法 的 含意 。 

《c) 讨 论 贪 吾 解 ( 如 果 存 在 ) .次 贪 束 解 和 最 优 解 之 间 的 相互 关系 。 
《d) 对 类 位 的 问题 (6) ,重复 上 述 练 习 。 
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(e) 类 但 地 ,对 练习 11 中 的 LOE 问题 (8) ,重复 上 述 练习 。 
3.3 GOE 问题 贪 禁 解 之 最 优 性 的 证 明 * 


我 们 将 证 明 , 如 果 GOE 问题 (3) 的 贪 焚 解 是 可 行 的 , 则 它 也 
是 最 优 的 。 证 明 方法 是 对 S 中 的 过 程 数目 进行 归纳 。 我 们 需要 如 
下 两 个 引 理 。 

引 理 1 假定 cw>0:2>0, 和 ae/zz 对 于 上 =1;2, p AR 
立 。 则 





p 

WAR 4—0 i RITA a bz. AVA 
Da. ata tin ta 
Sia, bi +b Fe +4, 


bx -+ bax t+ + bpr -r 
By + by toee tb, 
5 2 假定 c>0,d>0,c/d 人 zr 对 于 i=l, 2 er 都 成 
立 , 则 





. 
| 
Dy ci 
i=] < 

- < T. 


$a, 


i=] 





证 明 类 似 。 

RE S 是 GOE 问题 的 可 行 贪 焚 解 ,于 是 3 是 可 行 的 。 再 假定 
T RTI. Cab KES 中 第 一 个 元 素 的 (0,7( 即 ,使 CO 
7 达到 最 大 的 那 一 个 ) , (az 2) 是 S 中 第 二 个 元 素 的 (2,7 ,如 此 等 


* 省 略 这 一 节 不 影响 内 容 的 连贯 性 。 
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等 , (as.5,) 是 S 中 最 后 一 个 元 素 的 (0,D)., 于 是 
al 、 az 
b= by 

将 T 中 元 素 所 对 应 的 二 元 偶 记 为 (ci， di), 《cz， da), ee, (csd), H 

HH - 


>@>..>% (9) 


a 之 了 (10) 


d 
CEE or 可 能 等 于 ,也 可 能 不 < 等 于 我 们 要 证 明 的 是 








= pA (11) 
=] J=1 
假定 5S 只 有 一 个 过 程 ， BU 2 一 1 ,那么 对 一 切 j» 


a ~、 


因为 否则 的 话 ,S 就 不 是 贪 禁 解 。 取 zx 一 al/ ,根据 引 理 2,(11) 成 
立 。 这 就 证 明了 定理 对 于 只 有 一 个 过 程 的 解 S 成 立 。 

现在 假定 定理 对 于 具有 少 于 p 个 过 程 的 5 成 立 , 我 们 证 明定 
理 对 于 具有 p 个 过 程 的 S 也 成 立 。 考 虑 如 下 两 种 情形 : 

情形 1 


fe, a 

,他 
情形 2 

~ 


情形 1 在 这 种 情况 下 ,由 (9),aj/b: 宇 c/di 对 -一切 i 都 成 立 ， 
所 以 根据 引 理 1， 
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fa 
Dy ai 
i=] > ae 
h, A 
21%: 
i=] 
p 
5 a; 
GS POM BRAT EN j. 
S08; Í | 
i=] 
r= dia/ X b WIE 2AE 
Fad r 
Sa Di 
= > = 
b Dyd 


t=1 了 一 


这 就 是 所 要 证 明 的 。 

情形 2 我 们 知道 cy/dj>as/bs. WR u 是 具有 产 出 一 投入 偶 
cd) 的 过 程 , 则 2 必 在 S 中 ,因为 否则 的 话 ,我 们 原来 就 会 选择 
优 于 (as,6,) 的 过 程 w, 从 而 推 得 S AASB. AI HP AE ku 
RA RA) H ae =a. i S'S 中 除 u 之 外 
的 所 有 过 程 组 成 ,7" hT 中 除 之 外 的 所 有 过 程 组 成 。 容 易 证 明 
S' 是 这 样 一 个 新 的 GOE 问题 的 可 行 贪 禁 解 , 它 是 从 原 COPE 问题 
中 除去 过 程 x, 并 使 M 减 小 ai 而 得 到 的 。 同 样 , 垃 也 是 该 cOE [Al 
题 的 可 行 解 。 把 归纳 假设 应 用 于 如 71" ,我 们 有 








> d; >， cj 
zs > 1 (12) 
>7 Da 
ith im 
因为 5 和 1" 是 同一 GOE 问题 的 两 个 可 行 解 。 故 
> a; = pay 
izk 71 


所 以 (12) 蕴 含 
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Das Va, 
i ik jel 
最 后 ， 由 于 a= ci b5 d], 我 们 有 
5 a; = Sic; (13) 
t i 
Yas Jad, (14) 
. 7 7 
〈13) 和 (14) 一 起 表明 (11) 成 立 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 
练 J 
19. 证 明 引 理 2. 
20. 证 明 : 一 般 来 说 ， 
p r 
Da Xo 
= > = , 
wa Dd 
=2 j=2 
a) = c) 
by = dy 
和 
p r 
= < 二 
> bi 2 dj 
同时 成 立 是 可 能 的 。 


《所 以 直观 的 证 明 方 法 是 错误 的 。) 
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“4. ”人 获取 食物 的 能 量 利用 


4.1 总 能 量 核算 * 


我 们 在 引言 里 曾经 指出 ,虽然 动物 在 获取 食物 的 过 程 中 非常 
有 效 地 利用 能 量 , 但 人 ,至少 是 现代 的 人 ,往往 不 是 这 样 。 在 这 一 
节 , 我们 要 计算 现代 农业 的 有 效 性 究竟 有 多 大 ,并 讨论 在 用 于 食物 
生产 的 能 量 有 一 些 跟 制 的 情况 下 ,为 世界 上 几 十 亿 人 口 提供 足够 
多 粮食 的 一 些 策略 。 

Heichel 二 将 农业 定义 为 把 太阳 能 作为 食物 能 收集 并 储藏 在 
植物 和 动物 产品 中 。 最 原始 的 农业 仅仅 利用 人 的 能 量 作为 生产 食 
物 的 投入 。 人 从 食物 中 获得 所 有 的 能 量 。 所 以 从 能 量 学 的 意义 上 
说 ,人 应 当 尽 可 能 地 发 挥 其 效率 。 其 能 量 效率 定义 为 


~ ”从 食物 中 获得 的 能 量 ”_ (15) 
”人 用 于 获得 或 种 植 食物 的 能 量 


它 必 须 至 少 是 1, 而 且 实 际 上 比 1 要 大 得 多 ,因为 必须 有 足够 多 的 
能 量 留 下 来 供 自身 成 长 .建造 住所 、 击 退 顽 敌 等 等 .之 后 ,人 们 渐渐 
发 现 可 用 草食 动物 来 取代 人 类 完成 种 植 食物 的 部 分 工作 。 这 时 ， 
(15) 的 能 量 效率 。 增 大 了 ,因为 人 们 种 植 相 同 数量 或 更 多 的 食物 
而 自身 付出 较 少 的 能 量 。 过 了 很 长 一 段 时 间 , 人 们 开始 利用 矿物 油 
发 动机 来 协助 进行 农业 生产 ,这 时 能 量 效率 e 进一步 增 大 . 当 人 们 
开始 利用 化 肥 和 大 量 的 灌溉 来 增加 食物 产量 .缩短 种 植 时 间 时 , 
同样 得 到 了 提高 。Heichel :2 把 这 种 通过 动物 .化 学 产品 .机 器 而 投 
人 耕作 或 河 溉 的 额外 能 量 称 为 辅助 能 或 耕作 能 。 由 于 耕作 能 的 不 
足 日 益 明 显 , 人 们 认识 到 用 公式 (15) 来 计算 农业 的 效率 不 能 反映 








本 小 节 主 要 取材 于 Hayes 的 [11j、 Heichel 49 [12], Hirst 的 1L13]、Pimentel 等 人 
的 [29 了 Patna 等 人 的 [31] 和 和 Rapoport 的 [33]。 
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全 部 的 情况 .要 知道 我 们 利用 能 量 获 取 食物 的 有 效 性 有 多 大 ,或许 
MARA 
。 从 食物 中 获取 的 能 量 (16) 
用 于 获取 或 种 植 食物 的 总 能 量 

416) 中 * 的 测量 过 程 称 为 总 能 量 核算 。 我 们 要 简要 地 研究 如 何 获 
得 农业 的 总 能 量 核算 。 

Pimentel 等 人 对 美国 从 1945 到 1970 的 若干 年 里 的 玉米 生 
产 作 了 总 能 量 核算 。 他 们 先 考 虑 玉米 生产 的 各 种 投入 。 有 关 投 入 
的 数据 经 修改 发 表 在 Pimentel 等 人 的 论文 ”上 ,如 表 8 所 示 。( 作 
这 样 一 个 总 能 量 核算 是 相当 困难 的 ,例如 必须 估计 有 多 少 能 量 用 
于 把 机 器 和 供应 品 传送 到 玉米 场地 ,有 多 少 能 量 用 于 灌溉 等 
等 ,)™ 

表 8 的 数据 隐 含 着 许多 内 容 。 例如 , 它 表 明 从 1945 到 1970 年 
每 公顷 土地 (1 CH= 4 2.5 英亩 。! 英亩 一 约 0. 4 公顷 ?的 劳动 力 
投入 下 降 了 60% 多 。 同时 ,每 公顷 的 玉米 产量 从 2132 公斤 增加 到 
5080 公斤 左右 。 用 蒲式耳 来 计量 ,这 相当 于 从 1945 年 的 每 公顷 85 
消 式 耳 增 加 到 1970 年 的 每 公顷 203 HELA. 把 产量 和 劳动 力 数据 
结合 起 来 ,我 们 可 以 算得 ,1945 年 普通 农民 用 40 分 钟 生产 一 薄 式 
耳 的 玉米 ,而 在 1970 年 只 有 6. 5 分 钟 , 降 了 一 大 截 . 继续 观察 表 8 
我 们 看 到 ,所 有 机 器 的 燃料 消耗 从 1945 年 的 每 公顷 140 升 (37 加 
仑 ) 增 加 到 1970 年 的 206 升 (53 WME). 所 肥 的 施用 增加 得 更 为 
AN SA 1945 年 的 每 公顷 8 千克 ( 约 18 磅 ) 增 加 到 1970 年 的 125 F 
克 ( 约 280 BH). 


* 总 能 其 核算 有 时 称 为 净 能 量 分 析 , 这 方面 目前 有 大 量 的 文献 , 较 全 面 的 有 
Bullard 4% A A903 ].Connolly 和 Spraa 红 7 了 Leaeh 的 [18] 和 Roberts 的 [37]。 

** Pimentel AM DETE SE B VA (EARLE, IRh FEA FAREA, LT 
化 肥 生 产 、 机 器 生产 以 及 耕作 中 的 技术 eis Rita T SER AE. EL 
于 农场 主 家 庭 汽车 的 燃料 ; 还 Se 《 分 别 包括 在 基本 用 途 和 滞 溉 中 ) eur. 
Smil 4 A039 4h EEA Pimentel a NEE Ee 这 些 缺 陷 , Tea) 48, PR) T X PP fe BE 4 By 
的 内 难以 及 内 在 的 模 顶 性 
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为 了 充分 利用 表 8 的 数据 ,必须 把 每 个 数据 转化 成 相同 的 单位 .我 
们 自然 选择 这 一 共同 的 单位 为 千 卡 。 把 表 8 的 所 有 数据 转化 为 于 
卡 , 这 牵涉 到 一 些 困难 的 决断 。 例 如 ,如 果 把 氮肥 的 生产 和 加 工 都 
包括 进来 ,那么 1 磅 所 估计 等 价 于 8400 千 卡 ,同样 ,要 考虑 如 何 把 
劳动 力 的 小 时 转化 为 千 卡 ,把 除 虫 剂 的 使 用 转化 为 和 于 卡 等 等 .有些 
决断 是 ,很 难 作 出 来 的 。 例 如 ,如 果 使 用 动物 ,那么 对 于 在 庄稼 地 里 
吃 的 食物 、 整 个 生长 季节 吃 的 食物 以 及 常年 吃 的 食物 ,所 摄取 的 能 
量 是 不 是 一 样 呢 ? 不 管 怎么 样 ,Pimentel 等 人 L29j] 已 尝试 把 表 8 的 
数据 转化 成 以 千 卡 为 单位 ,其 结果 经 修改 重新 发 表 于 Pimentel 等 
人 的 [30], 如 表 9 所 示 。 从 表 9 我 们 看 到 ,1945 年 1 公顷 玉米 地 产 
出 为 7 504 640 千 卡 ,投入 为 2 314 442 千 卡 ,能 量 效率 (16) 为 3 
. 24. 到 1970 年 ,产量 激 剧 增加 到 每 公顷 17 881 600 千 卡 ,但 能 量 
投入 也 激 剧 增加 到 7 104 612 千 卡 ,所 以 能 量 效 率 为 2. 52, 小 于 
1945 年 的 效率 。 

与 此 相对 照 , 表 10 是 黑 西 可 只 用 人 力 的 玉米 生产 的 能 量 投入 
天 ,其 能 量 效率 是 10. 13. 

表 11 给 出 不 同 农 业 过 程 下 一 些 作物 的 产量 和 能 量 效率 。 例 
如 ,在 墨西哥 利用 公牛 种 植 玉 米 ,其 能 量 效 率 只 有 3. 38, 而 仅仅 利 
用 人 力 的 效率 是 10. 13; 现 代 美 国 农 业 的 效率 是 2. 52， 从 这 些 数 
据 我 们 还 可 以 看 到 不 同 作物 的 能 量 效率 能 有 多 大 的 差别 。 例 如 ,对 
于 现代 美国 的 农业 ,大 米 生 产 的 能 量 效率 只 略 大 于 1, 大 大 小 于 玉 
米 生 产 的 能 量 效率 。 甜 菜 的 能 量 效率 比 1 小 ,这 就 是 说 种 植 甜菜 所 
花 的 能 量 比 从 吃 甜菜 中 获得 的 能 量 还 多 。 相 比 之 下 ,菲律宾 只 用 水 
牛 的 大 米 生产 的 能 量 效率 估计 有 16. Papoportt 六 合计 了 新 几内亚 
天 盟 巴 加 的 印第安 人 用 原始 办 法 种 植 甘 警 的 能 量 效 率 , 大约 为 
16. 5”。 迄 今 为 止 ,最 原始 的 农业 生产 方式 一 直 是 能 量 最 有 效 的 。 


* 有 些 植物 在 特别 适宜 的 地 区 生长 有 更 高 的 效率 。 例 如 不 用 机 械 和 动物 ,木薯 生 
长 在 刚果 的 利 奥 波 德 维尔 地 区 ,效率 高 达 37. 5. COL Pimentel 等 人 的 [30j,29 R) 
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表 10 墨西哥 只 用 人 力 种 植 玉 米 的 每 年 每 公顷 能 量 投入 

投入 Sit THER 

劳动 力 1 144 小 时 622 622 

3 Mh 16 500 FE 16 500 

种 子 10.4 千克 36 608 

总 数 675 730 

玉米 产量 1 944 千克 6 842 880 

赢利 ( 千 卡 )/ 投 入 ( 千 卡 ) 10.3 


“摘自 Pimentel 等 人 的 [30] ,数据 来 自 Lewis 的 [20]。 


表 11 不 同 种 植 系统 下 不 同 作物 的 产量 和 能 量 效 率 
产量 能 其 投入 能 量 效率 
食物 生产 方式 〈 千 卡 /公顷 /年 )( 千 卡 /公顷 /年 〈 产 量 /投入 ) 
玉米 美国 ,1945 年 7 504 640 2 314 442 3. 24 
玉米 美国 ,1970 年 17 881 600 7 104 612 2.52 
EK = MPU. AH 6 842 880 675 730 10.13 
EK A PG BY. Ae 3 312 320 979 456 3. 38 
玉米 美国 ,现在 21 039 480 15 352 015 1.37 
大 米 非 律 宾 , 现 在 6 004 020 1831 298 3.28 
KR? 非 律 宾 , 用 水 牛 1 500 000 93 750 16. 00 
ARSE? 美国 ,现在 250 000 ? 小 于 1 
tr BLAME XE M 1 440 250 87 288 16.5 


的 印第安 人 ,用 人 力 


a: Pimentel 等 人 的 [530]. 
b: Heichel A9[12], ff] 1 公顷 ==2. 5 英亩 转化 为 公顷 ， 
c: Rapoport 的 [33j, 用 1 公顷 =2.5 英亩 转化 为 公顷 。 
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R12 基本 数据 总 结 


乐观 估 什 非 观 估 值 
每 人 每 年 的 热 需求 量 108 FE 
世界 上 的 可 用 耕地 3.6X103 公顷 1.6X 10° 公顷 
每 年 每 公顷 士 地 上 接 
11x10? 5x10° 
收 到 的 赤 阳 能 TF TE 


4.2 贪 禁 算 法 的 应 用 


假如 入 在 生产 食物 时 要 尽 可 能 地 高 效率 ,那么 他 会 怎样 生产 
食物 呢 ? 我 们 要 用 第 3 节 的 方法 ,把 人 面临 的 问题 表述 为 整体 最 优 
效率 问题 。 为 此 先 得 计算 人 的 能 量 需 求 W ,对 于 一 个 中 等 活路 、 体 
E 170 磅 的 人 来 说 ,每 天 的 热 需 求 量 大 约 为 3000 FEOL Kleiber 
的 [16] 和 Brown [2])。 我们 将 在 这 一 卷 的 下 一 章 2. 3 节 说 明 如 何 
得 出 这 个 数字 .不 大 活路 或 体重 较 轻 者 需要 较 少 的 热量 ,而 比较 活 
跃 或 体重 较 大 者 需要 较 多 的 热量 * 。 按 照 每 天 需要 3000 FRH 
算 , 每 年 大 约 需要 1X10 千 卡 ,为 讨论 方便 ,我 们 把 10', 即 -一 百 
万 作为 每 人 的 年 热 需求 量 ( 按 千 卡 计 )。 下 面 先 把 这 种 数据 列 成 表 
12, 供 以 后 参考 。 如 果 人 口 为 p, 那么 热 的 年 需求 量 为 p X10 千 
卡 。 这 些 数据 就 是 GOE 问题 的 能 量 需求 M. 

为 获得 MM 千 卡 的 食物 能 ,我 们 必须 对 手头 的 每 英亩 或 每 公顷 
土地 选择 一 种 作物 及 其 种 植 方式 ,假定 我 们 利用 贪 禁 算 法 ,并 针对 
每 一 公顷 土地 都 选择 效率 最 高 的 作物 及 其 与 之 相 适 应 的 种 植 方 
式 。 为 讨论 方便 ,我 们 局 限于 表 11 的 作物 和 生产 方式 ,同时 假定 产 


* BA HAL BEA 50 色 的 人 每 天 豚 收 的 热量 厅 超 过 2250 于 卡 , 这 仅 够 维持 个 
命 ( 见 Brown 的 [2 和 联合 国 粮农 组 织 的 L40]) 。 


一 、 一 -FN 
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量 和 效率 都 与 土地 的 特性 无 关 一 一 这 是 一 步 巨大 的 简化 。 这 时 按 
照 贪 禁 算法 ,得 在 每 公顷 士 地 上 照 天 盟 巴 加 人 的 办 法 种 植 甘薯, 或 
许 还 有 些 土地 要 照 菲 律 宾 人 的 原始 办 法 只 用 水 牛 生产 大 米 。 从 表 
11 可 知 ,这 两 种 方法 每 年 每 公顷 土地 的 产量 大 约 为 1.5X10 F 
卡 ,假如 我 们 需要 养活 个 人 ,从 而 需要 达到 M = PX 10° FEK 
食物 能 ,那么 这 一 算法 是 不 是 就 达到 了 GOE 问题 的 “ 解 2 昵 ? 为 了 
搞 清 楚 这 个 问题 ,我 们 得 计算 一 下 有 多 少 公顷 的 耕地 可 用 于 种 植 
作物 。 在 地 球 这 个 行星 上 大 约 有 36X10? 英亩 土地 ,其 中 大 约 只 有 
四 分 之 一 , 即 9 10° 公 倾 (或 3.6X10? 公顷 ) 适 合 于 农业 生产 ( 见 
Brown 的 [2],130--131 页 )。 研 究 世 界 粮 食 供应 的 总 统 科 学 顾问 
委员 会 把 这 个 数 估 计 为 3. 2xX10 公顷 。 目 前 耕种 的 大 约 是 这 人 么 
多 土地 的 一 半 , 也 就 是 最 肥沃 .最 容易 开发 的 那 部 分 ( 见 Meadow 
等 人 的 [32]。 这 部 分 土地 差不多 就 是 所 有 合乎 情理 的 耕地 了 ( 见 
Pimentel 等 人 的 [30],1 页 )。 目 前 ,最 肥沃 的 农业 用 地 正 迅速 转化 
为 城市 用 地 ,所 以 可 用 耕地 更 为 悲观 的 估计 只 有 1.6X10? 公顷 。 
如 果 所 有 的 耕地 (包括 边远 耕地 ) 都 用 于 农业 生产 ,那么 按 每 年 每 
公顷 产量 为 1.5X105 千 卡 计算 ,预计 每 年 的 总 产量 是 (3. 6 10°) 
X 1.5 10°) =5.4K D FR. AWARE 10° 千 卡 ( 表 12), 所 
以 ,如 果 世 界 粮食 平均 分 摊 , 那 么 该 产量 可 以 供养 的 人 口 总 数 是 
5.4 X 10 
10° 
即 大 约 54 亿 人 。 这 个 数 大 于 目前 的 世界 人 口 总 数 ,但 小 于 所 预测 
的 2000 年 人 口 总 数 70 亿 ( 见 美国 科学 院 的 [26])。 简 而 言 之 ,对 于 
目前 的 需求 量 M, 贪 禁 算 法 提供 的 产量 和 生产 率 足 足 有 余 , 但 对 
于 2000 年 的 需求 量 却 不 然 。 我 们 已 经 作 了 几 个 很 强 的 假设 :1) 贪 
禁 解 生产 方式 (种 甘薯 或 只 用 水 牛 种 大 米 ) 的 产量 与 最 理想 的 土地 
上 的 产量 一 样 高 ;2) 耕 地 数量 具有 最 乐观 的 估计 值 ,而 且 所 有 耕地 
”都 用 于 种 植 ;3) 粮 食 可 平均 分 挫 。 可 见 ,我 们 甚至 还 不 知道 这 种 农 


一 5.4X10 Ar 
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WR BAY REF SORA AS RBA. Al aR EH A 
REE AE 3K 3) EO Be OC I AY A AED EFRA EE 
的 粮食 。 
为 求 得 在 这 些 条 件 下 GOE 问题 的 解 ,我 们 需要 用 线性 规划 
的 方法 。 怎 么 用 呢 ? 为 简单 计 , 假定 我 们 只 用 大 米 来 满足 100 亿 人 
口 的 热量 需求 ,而 且 我 们 局 限于 表 11 提 到 的 生产 大 米 的 两 种 方 
法 , 即 , (1) 现 代 菲 律 宾 人 用 的 方法 ; (2) 非 律 宾 用 水 牛 生 产 大 米 的 
DDR. WA: 为 用 方法 (种 植 大 米 的 公顷 数 , 又 假定 所 有 的 耕地 都 
可 利用 , 则 
h, +h, 3.6 Xx 10°, (17) 
上 式 右 端 为 全 世界 的 耕地 总 数 ( 表 12)。 由 表 11 ,粮食 总 产量 大 约 
为 
O = (6 X 109A, + (1.5 X105)A PFE (18) 
能 量 总 投入 约 为 
I= (1.8 X 105)A 十 (9 X 10) A, FE (19) 
我 们 要 求 O 能 供养 100 亿 的 人 口 ,其 热量 需求 (利用 表 12) 等 于 
10'° x 10 = 10" P-E., 
所 以 我 们 要 求 
(6 X 105)A; + (1.5 X 10% A, = 10" (20) 
这 里 照样 假定 世界 的 粮食 可 以 平均 分 挫 。 于 是 问题 化 为 在 约束 
(17) 和 (20) 下 求 (19) 中 了 的 最 小 值 ,当然 还 有 约束 
h 之 O01,h, 2 O,h h, 是 整数 。 
用 图 解法 容易 求 得 问题 的 解 为 
Ah, = 1X 10° 公顷， 
h, = 2.6 X 10° 公顷 。 
(读者 应 该 验证 这 个 解 的 正确 性 ,为 此 图 10. 1 可 能 有 用 。) 按 照 这 
个 解 ,大 部 分 土地 都 按 水 牛 耕作 方式 种 植 ,其 余 按 现代 非 律 宾 的 耕 
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(6 X 10°)A, + (1.5 X 10)h, = 10" 
> a 


\ h, + h, = 3.6 X 10° 
ô h, 


图 10.1 可 行 域 由 从 a Bb RR BAR 


é 


作 方 式 种 植 。 

有 趣 的 是 ,如 果 我 们 把 问题 表述 为 投入 最 小 化 问题 (第 3 节 的 
问题 44a) ) ,那么 得 到 的 解 是 相同 的 。 这 里 ,我 们 要 求 (17) 成 立 , 但 
(20) 修 改 为 

(6 X 104)A + (1.5 x 10°)A, 之 10". (21) 
我 们 仍然 要 求 (19) 中 了 的 最 小 值 。 用 图 解法 读者 容易 看 出 为 什么 
这 个 问题 的 解 与 前 面相 同 。 

到 现在 为 止 ,读者 应 该 至 少 在 原则 上 明白 怎样 解决 一 个 更 为 
现实 的 类 似 问题 .对 每 公顷 土地 而 言 ,每 种 作物 及 其 种 植 方式 都 有 
相应 的 能 量 投入 与 产量 ,其 中 一 种 可 能 性 是 根本 不 用 这 一 公顷 土 
地 。 但 为 简单 计 , 我 们 假定 每 公顷 土地 都 不 能 用 于 种 植 一 种 以 上 的 
作物 ,也 不 能 用 一 种 以 上 的 方式 来 种 植 。 这 就 是 说 ,不 能 把 一 公顷 
土地 再 分 裂 开 来 。 如 何 花 最 小 的 能 量 来 满足 粮食 需求 量 这 一 问题 
可 以 化 简 为 一 个 大 型 的 线性 规划 问题 。 实 际 问题 要 比 这 个 数学 问 
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题 更 为 困难 ,因为 大 千 世 界 的 问题 从 来 不 是 为 了 与 线性 规划 问题 
的 解 相 吻合 才 出 现 的 。 


4.3 KERR 


迄今 为 止 所 研究 的 GOE 问题 都 基于 这 样 一 个 假设 , 即 可 供 
选择 的 过 程 集合 是 固定 不 变 的 。 我 们 可 以 设想 对 过 程 集合 加 以 修 
正 , 从 而 得 到 能 量 效率 更 高 的 解 ，Hayes 的 [11].Heichel 的 [12]、 
Hirst 的 [13]、Pimentel 等 人 的 [29] .Pimentel & A #9030] # Pi- 
mentel 等 人 的 L31] 都 谈 到 以 较为 节能 的 农业 过 程 取 代 现 存 农业 过 
程 的 一 些 可 能 的 策略 ,换言之 ,这 些 过 程 利 用 较 少 的 能 量 , 但 所 得 
产量 却 跟 以 前 差不多 。 部 份 策略 如 下 : 

(1) 增 加 入 力 的 利用 。 

(2) 更 多 地 利用 马 和 又 。 

《3) 用 家 畜 类 便 作 肥料 。 

(4) 交 替 种 植 诸如 甜 三 叶 草 (“绿肥”) 之 类 的 豆 科 植 物 和 玉米 
之 类 的 作物 ,以 取代 某 些 化 肥 。 

(5) 改 变 饮食 习惯 ,多 吃 能 效 较 高 的 食物 。 

(6) FAVED) Prix Al oh Wy FEE ERA 

(7) 对 于 那些 对 产量 有 重大 影响 的 生产 环节 , 施 以 额外 的 肥料 
和 其 它 高 能 物资 。 

在 下 面 几 个 小 节 里 ,我 们 将 讨论 策略 (5) 和 (7). 其 它 策略 都 
牵涉 到 对 整个 食物 系统 中 能 量 利用 的 研究 。 HON. Hirst RiP, E 
美国 的 食物 系统 中 ,农业 所 用 能 量 只 占 18%. 表 13 列 出 了 该 系统 
中 能 量 的 其 它 用 途 所 测 的 百分比 。 批 发 和 零售 所 用 的 能 量 与 农业 
相差 无 几 , 而 食物 加 工 所 用 的 能 量 要 多 得 多 ,食物 的 储存 与 预备 所 
用 与 食物 加 工 差不多 。 举 个 例子 来 说 ,只 要 使 零售 商店 对 能 量 更 加 
关注 ,同时 降低 我 们 对 诸如 电视 晚餐 上 介绍 的 那 类 精 加 工 食物 的 
依赖 性 ,并 利用 隐 热 性 能 更 好 的 电 冰 箱 , 就 可 节省 大 量 的 能 量 。 
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表 13 美国 食物 系统 中 的 能 量 利用 * 


项 目 在 总 用 途中 所 占 的 百分比 
食物 加 工 33 
家 庭 储 存 和 预备 30 
农业 18 
批发 与 另 售 16 
运输 3 


* 资料 来 源 :Hirst 的 [13]. 

4.3.1 饮食 的 改变 

动物 或 植物 所 获得 的 能 量 与 所 消耗 的 能 量 之 比 至 少 是 1, 从 
这 个 意义 上 说 ,它们 是 能 量 有 效 的 ,假如 在 某 段 时 间 里 情况 不 是 这 
样 ,动物 就 无 法 生存 下 去 。 因 此 ,我 们 可 以 把 动物 、 植 物 甚至 是 整 
个 生态 系统 看 成 是 能 量 的 “生产 者 ”它们 吸收 一 定 的 能 量 ( 如 果 是 
植物 ,吸收 的 是 辐射 能 ;如 果 是 动物 ,吸收 的 是 化 学 能 ) ,并 把 一 部 
分 能 量 传 给 吃 掉 它 们 的 动力 。 作 为 生产 者 ,动物 .植物 或 生态 系统 
的 效率 可 以 看 成 是 这 样 一 个 比值 : 

p= 被 吃 掉 时 所 产生 的 能 量 (22) 
We Bist CRM OK THAR”) 248 ARE 

这 种 效率 有 时 称 为 Lindeman 效率 ,原因 是 Lindeman 在 这 方面 作 
了 开创 性 的 工作 ,他 曾 试图 对 各 种 各 样 的 生态 系统 测量 这 一 效率 。 
当然 ,Lindeman 效率 是 小 于 1 的 ,因为 吃食 时 所 获得 的 能 量 中 有 
些 权 用 于 吃食 .呼吸 .保卫 或 巡视 地 盘 等 活动 ,有 些 还 浪费 了 ,在 低 
级 动物 或 植物 通过 吃食 所 获得 的 能 量 中 ,只 有 一 部 分 传 给 了 吃 掉 
该 低级 动物 或 植物 的 高 级 动物 。 实 验 表明 ,平均 只 有 10% 的 能 量 
能 传 下 来 。 所 以 Lindeman XR L 大 约 为 0.1. (其 精确 值 可 小 到 
0. 05 左右 ,大 到 0. 2 左右 或 更 多 。) 举 个 例子 来 说 ,我 们 用 Lamont 


* 如 果 是 植物 。 
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Cole (Hayes 的 [11]) 描 述 过 的 一 个 典型 的 食物 链 , 其 中 L 估计 为 
10% 左 右 。 在 生长 于 某 湖泊 的 水 藻 的 1000 千 卡 热量 中 ,小 水 生动 
物 大 约 获 得 100 千 卡 。 吃 掉 这 些 动 物 的 胡瓜 鱼 大 约 获得 10 千 卡 。 
如 果 有 人 了 吃 掉 胡 瓜 鱼 , 那 么 他 大 约 得 到 1 千 卡 ,假如 他 等 鳞 鱼 来 吃 
胡瓜 鱼 之 后 再 来 吃 鲜 鱼 ,那么 他 大 约 得 到 0. 1 千 卡 热量 。 沿 食物 链 
向 上 传送 食物 能 的 效率 就 是 这 么 低下 ,这 也 是 为 什么 自然 界 里 大 
多 数 食 物 链 从 由 太阳 那里 获得 能 量 的 植物 开始 ,长 度 不 超过 5， 
(关于 这 一 点 ,如 要 了 解 更 详细 的 论述 ,可 参看 Phillipson 的 [28 J. 
10 页 ,Odum 的 [27],40 页 或 Wilson 和 Bossert 的 L441,150- -151 
页 ,他们 都 认为 动物 之 所 以 不 以 虎 为 食 , 并 不 是 因为 老虎 可 怕 , 而 
是 因为 老虎 产生 很 少 的 热量 ,以 致 于 根本 不 值得 一 尝 。) 

人 位 于 食物 链 的 未 端 。 随 着 年 月 的 流逝 ,这 些 食物 链 一 直 在 延 
仲 。 诚 然 ,正如 Hayes5 指 出 的 ,美国 人 均 牛 肉食 量 在 近 几 汪 年 里 
翻 了 一 番 , 而 牛 在 食物 链 中 又 处 于 较 高 的 位 置 。 因 此 ,人 获得 食物 
能 的 效率 降低 了 .假如 和 能 在 改变 其 吃食 习惯 ,从 食物 链 的 较 低 处 
取得 热量 ,那么 获得 能 量 的 效率 就 会 有 效 得 多 。 例 如 , 表 14 给 出 了 
通过 消耗 某 种 食物 而 得 到 的 能 量 在 到 达 某 地 域 的 太阳 能 中 所 占 的 
百分数 1, 这 里 ,所 论 地 域 专门 用 于 生产 上 面 这 种 食物 (或 许 先生 产 
一 种 该 食物 要 吃 的 食物 ,如 此 等 等 )。 数 ; 可 看 作 100 与 吸收 初始 
太阳 能 的 作物 的 Lindeman 效率 的 乘积 。 在 加 里 福 尼 亚 ,每 年 到 达 
地 面 的 太阳 能 大 约 为 每 公顷 11 X10? 千 卡 ( 见 Kleiber 的 [16],341 
页 ) ,就 拱 界 上 的 许多 地 方 来 看 ,这 个 数字 是 相当 大 的 ,但 我 们 还 是 
要 用 它 来 作 一 些 简单 的 计算 ,这 也 表明 我 们 不 考虑 有 些 土地 并 非 
全 年 用 于 种 植 这 样 一 种 情况 。Pimentel 等 人 中 估计 ,在 玉米 的 生 
长 季节 里 ,平均 每 英亩 土地 大 约 接收 到 2X 10° 千 卡 热量 , 即 平均 
每 公顷 接收 到 SX 10° 千 卡 。 这 个 数 估计 得 较为 悲观 ,不 到 前 一 个 
估计 值 的 一 半 。 

我 们 已 经 假定 ( 表 12) 每 人 每 年 需要 10°. 千 卡 的 食物 能 。 如 果 
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种 植 土豆 ,那么 由 表 14 可 知 , 在 一 年 内 到 达 某 公顷 土地 的 太阳 能 
中 ,我 们 可 落得 .0. 10 好 的 能 量 , 即 大 约 等 于 
107? X 11 X 10° = 11 X 10° FE / 4F, 
表 14 不 同 食物 传递 太阳 能 的 效率 * 


可 从 食物 中 获得 的 能 县 每 年 每 公顷 土地 所 能 供养 的 人 数 ,这 
占 太 阳 能 的 百分数 CD 里 假定 辐射 能 为 11 X10 FPE 





* 资料 来 源 : ! 的 数值 来 自 Kieiber 的 [16],341 页 。 这 里 的 数值 都 是 根据 1961 年 之 
前 的 农业 生产 方式 得 来 的 ,而 且 不 考虑 用 于 生产 食物 的 耕作 能 。 


所 以 ,从 1 公顷 土地 上 获得 的 能 量 足 以 供养 11 个 人 。 根 据 表 
12, 址 界 上 大 约 有 3.6X10? 公顷 耕地 。 因此 ,只 要 让 每 个 人 以 土豆 
为 食 , 同 时 假定 所 有 可 用 土地 都 具有 相同 的 /而 且 还 象 通常 一 样 
地 假定 粮食 可 以 平均 分 摊 , 那 么 ,我 们 可 供养 的 世界 人 口 为 

11 X 3.6 X 10° = 400 亿 人 。 
如 果 用 耕地 面积 和 可 获 太阳 能 的 悲观 估计 ,我 们 就 会 得 到 一 个 不 
大 乐观 的 人 口 估计 : 

太阳 能 :5X10' FE. 

从 土豆 中 得 到 的 能 量 :每 公顷 5X 10° FE. 

1 公顷 土地 供养 人 数 :5. 

耕地 面积 :1.6X10' 公顷 。 
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A@:5xX1.6X109=8 X10°=80 亿 。 

相 比 之 下 ,如 果 以 鸡蛋 为 食 , 则 在 一 年 内 到 达 某 公顷 土地 的 太 
阳 能 中 ,我 们 只 得 到 其 中 的 0. 002%, 用 太阳 能 的 乐观 估计 值 ,这 
相当 于 

2 X 107° x 10 x 10° = 22 xX 1% FE. 
所 以 每 公顷 土地 只 能 供养 
22 X 10‘ 
108 
供养 一 人 差不多 需要 5 AGH. WE 公顷 土地 上 ,利用 土 
豆 所 能 供养 的 人 数 是 利用 鸡蛋 的 50 倍 。 如 果 利 用 鸡蛋 ,那么 ,即使 
在 最 乐观 的 假设 之 下 ,我们 所 能 维持 的 人 口 也 只 有 
0.22 X 3.6 X 10° = 8 亿 ， 

这 远 远 小 于 目前 的 世界 人 口 . 显 然 ,由 于 可 用 土地 和 能 量 的 一 些 限 
制 及 因此 引起 的 产量 限制 ,我 们 得 修正 过 去 的 饮食 习惯 ,使 之 变 得 
更 有 能 效 。( 另 一 种 办 法 是 控制 人 口 增长 ) 。 从 这 些 论述 里 读者 也 
应 该 明白 为 什么 世界 上 的 大 多 数 人 以 食 谷物 为 主 。 

Miller([24],292 页 ) 曾 作 了 类 似 的 讨论 ,他 指出 , 随 着 世界 人 
口 的 增长 ,可 食 的 肉 量 必然 减少 。 他 还 认为 ,我 们 甚至 可 能 得 对 准 
食物 链 的 底部 ,去 吃 “水 藻 的 食物 ”。 

不 幸 的 是 ,正如 Miller 所 指出 的 那样 , 仅 以 水 营 为 食 或 仅 以 大 
米 或 土豆 为 食 都 不 能 避免 饥 禾 ,大 多 数 饥饿 的 原因 不 是 缺乏 热量 ， 
而 是 缺乏 蛋白 质 ,从 而 引起 营养 不 良和 疾病 。 一 般 说 来 , 含 热量 最 
多 的 作物 所 含 蛋白 质 往往 最 少 .另外 ,任何 一 种 作物 都 不 会 包含 健 
康 身体 所 需 的 所 有 蛋白质。 所 以 ,我 们 不 仅 要 达到 最 小 数量 的 热 
量 , 而 且 还 要 保证 每 个 人 都 具有 最 小 数量 的 牛奶 .鸡蛋 ,猪肉 之 类 
的 高 蛋白 食物 。( 有 些 食 物 学 家 觉得 ,把 各 种 谷物 混在 一 起 就 会 产 
生 大 量 的 蛋白 质 ( 见 Pimentel 等 人 的 [31],15 页 的 Brown 的 
[2])。) 


一 22X10 = 0.22 A. 
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为 便于 讨论 ,假定 我 们 可 用 的 食物 都 局 限于 表 14 中 除 海藻 之 
外 的 那些 。 再 假定 每 人 每 年 至 少 要 有 a 公斤 的 第 i 种 食物 才能 保 
证 其 食谱 中 含有 是 够 数量 的 蛋白 质 ,这 相当 于 每 年 要 有 5; TE 
第 i 种 食物 。 现 将 o 作为 对 第 i 种 食物 的 最 小 需求 量 ,那么 怎么 混 
合 各 种 食物 才能 供养 最 大 数量 的 人 口 呢 ? 按 这 种 方式 又 能 供养 多 
A> AWE? 
为 回答 这 个 问题 ,我 们 假定 种 植 h; 公顷 的 第 i 种 食物 (==1， 
2,… ,6) ,供养 的 人 数 为 p. 第 :种 食物 每 公顷 每 年 产生 的 热量 有 
&; = l; X 107? X 11 X 10° =11 X 10 $E (23) 
其 中 心 是 表 14 第 二 列 所 示 效 率 的 百分数 ,11 X10? 是 每 年 到 达 一 
公顷 土地 上 的 太阳 能 。 因 此 我 们 有 如 下 (作为 GOE 问题 之 变种 
dD IR: 


Sj ah; = p X 108 (24) 
=} 

ah: = bip, i = 1],2,'",6 (25) 
6 
Shi <3. 6 X 10° (26) 
i=] 


约束 条 件 (24) 说 的 是 ,按照 每 人 每 年 10° 于 卡 的 需求 量 , 总 共 可 供 
养 个 人 。 约束 (25) 说 的 是 第 i 种 食物 已 多 到 足以 使 每 人 都 至 少 
有 如 千 卡 的 该 种 食物 。 约束 (26) 说 的 是 所 用 土地 总 数 至 多 是 世界 
上 的 耕地 总 数 。 我 们 要 解决 的 是 如 何在 约束 (24) 一 (26) 下 求 p 的 
最 大 值 .这 是 一 个 线性 规划 间 题 , 它 有 七 个 变量 , 即 h; hase she 和 
E 不 难 将 它 化 成 一 个 较为 容易 的 问题 ,方法 如 下 。 用 尽 可 能 少 的 
土地 生产 低 效 率 食物 ,这 样 只 会 增加 总 热量 。 因 此 ,在 最 优 解 里 除 
了 土豆 之 外 ,其 它 所 有 食物 都 只 利用 最 小 数量 的 土地 。 所 以 对 于 
三 2,3,… ,6, 我 们 可 令 ah; 二 bp, 从 而 有 


h = Zp, 1 = 2,3,.…6, (27) 
a; 
代 人 人 (24) 和 (26) 得 到 











6 
Gh, Dbp=pX10 (28) 
wp 
h+ >) P< 3.6 X 10°. o (29) 
解 方程 (28) 得 
P( 10° 一 ay 
A, = (30) 
， a; 
将 hi 的 这 个 值 代入 不 等 式 (29) 得 到 如 下 的 不 等 式 
P( ro — Xa) 
一 一 a, < 3.6 X 10° 
或 
9 
P<——— ?< (31) 
10:— Yb ， , 
i=2 h) i 
Q; + 2 Q; 


只 要 可 行 解 存 在 , (31) 右 边 的 数值 就 是 p MRA. AMFA 
(30) 和 (27) ,我 们 可 由 p 的 这 个 值 求 得 有 ,hs,… ,hs 的 值 。 
举 个 例子 ,假定 在 人 所 获得 的 热量 中 至 少 有 10% KB 
其 余人 允许 全 部 来 自 土 豆 。 这 时 ,可 供养 的 世界 人 口 的 最 大 值 可 这 
样 来 确定 。 首 先 ,六 =0.1X10* 王 105, 因 为 10° 是 每 个 人 的 总 热量 
需求 。 对 于 其 它 的 6;=0. 其 次 ,根据 (23) 和 表 (14) = 1.1 
107o 一 0.44X107 一 4.4X105. 所 以 ,用 (31) 右边 的 数 作 为 上 的 最 
大 值 ,我 们 就 得 到 


这 相当 于 在 日 常 所 需 的 2800 到 3000 千 卡 热 基 中 ,有 300 到 400 TRR AHAH. 4i 
蛋白 质 中 来 自动 物 的 那 部 分 不 到 一 半 , 那 么 这 一 需求 重要 商 一 些 。( 见 Brown 的 [2 
109,111 页 和 联合 国 粮 农 组织 的 [10J) 
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加 3.6 X 10° 
P= 106 一 10° 4 10° (32) 
1.1 10’ § 4.4 X 10° 


这 个 数 小 于 上 面 我 们 在 每 人 都 吃 土豆 这 一 假设 之 下 计算 出 来 能 够 
供养 的 4000 亿 人 ,但 远 远大 于 目前 的 世界 人 口 总 数 ,甚至 还 远 远 
大 于 所 预测 的 2000 年 人 口 总 数 。 如 果 我 们 用 表 12 中 有 关 耕 地 面 
积 和 太阳 能 数量 的 悲观 估 值 ,那么 人 口 的 最 大 估计 值 大 约 是 这 个 
数 的 四 分 之 一 (读者 应 该 验证 这 一 点 .) 若 用 解 (32), 则 由 (27) ,用 
于 生产 牛奶 的 土地 公顷 数 为 


~ 7.8 X 108 
用 于 种 植 土豆 的 土地 公顷 数 变 小 了 ,只 有 ( 据 (30)) 


_ (3.44 X 10°)(10° — 10°) 
1.1 X 10° 


= 2.81 X 10°. 
(由 于 计算 中 的 舍 人 误差 , 数 有 入 加 起 来 并 不 刚好 等 于 3.6x 
10°.) 
4.3.2 定量 化 肥 的 合理 使 用 
给 定 一 定数 量 的 氮肥 ,最 好 应 该 把 它 施 用 到 哪里 才能 产生 最 
多 的 粮食 呢 ? 为 回答 这 个 问题 ,我 们 需要 建立 一 个 把 生产 过 程 的 各 
种 产 出 和 各 种 投入 互相 联系 起 来 的 模型 。Munson 和 Doll 研究 
了 投入 不 同 数量 的 化 肥 时 粮食 产量 的 变化 情况 。 他 们 固定 玉米 生 
产 中 其 它 物 资 的 投入 量 , 再 增加 化 肥 的 投入 ,实验 结果 如 图 10. 2 
的 厂 线 所 示 。 我 们 看 到 ,如 果 其 它 各 种 投入 不 变 , 玉 米 的 产量 就 哆 
着 所 施用 氮肥 的 增加 而 增加 ,一 直到 每 公顷 每 年 施用 246 千克 为 
止 。 之 后 ,产量 随 所 施 氮 肥 的 增加 而 下 降 。(1970 年 美国 氮肥 的 平 


Ay 
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均 投 入 量 ( 表 8) 为 125 TH) BAM PRN TER SRA 
肥 的 千 卡 数 之 比 从 每 公顷 每 年 投入 约 135 千克 ( 即 略 高 于 1970 年 
的 水 平 ? 的 那个 地 方 开始 下 降 , 这 一 点 可 从 图 10. 2 中 的 实 线 看 出 。 
在 过 去 没有 用 过 氮肥 的 | 公顷 土地 上 施用 45 千克 氮肥 使 产量 从 
2132 于 克 / 公 倾 增 加 到 3638 于 死 / 公 项, 但 在 已 经 施用 了 179 F 
克 氮肥 的 一 块 土地 上 再 每 年 追加 45 千克 仅 使 产量 出 现 微小 的 增 
加 , 即 由 6147 于 克 / 公 顷 /年 增加 到 6335 千克 /公顷 /年 。 所 以 ,在 
施用 化 肥 较 少 的 土地 上 增加 施用 化 肥 对 产量 所 产生 的 影响 远 远大 
于 在 已 经 相当 肥沃 或 过 份 肥 沃 的 土地 上 继续 增加 施用 化 肥 。 不 
难 建立 这 样 一 个 数学 模型 , 它 有 助 于 世界 农业 机 构 "决定 在 哪里 
施用 有 限 的 氮肥 ,以 便 使 产量 达到 最 大 。 我 们 认为 这 是 一 项 很 好 的 
研究 工作 。 对 于 其 它 投入 物质 也 可 作 同 样 的 分 析 , 但 是 ,在 这 些 论 
述 里 ,我 们 忽视 了 某 些 危险 因素 。 对 于 除 虫 剂 之 类 的 投入 物资 ,每 
单位 投入 的 产 出 可 能 依赖 于 该 投入 物资 在 过 去 被 施用 的 数量 。 例 
如 ,一 旦 开始 实施 一 项 除 虫 计划 ,那么 为 稳定 产量 , 必须 投入 越 来 
越 多 的 除 虫 剂 。 


4.4 食物 和 能 量 问题 展望 


即使 在 食物 生产 用 了 相当 多 能 量 的 美国 ,用 于 生产 食物 的 能 

量 在 全 国 所 用 的 总 能 量 中 仍 只 占 一 个 很 小 的 百分比 。 许 多 作者 
(Hayes 的 [11j,Heichel 的 [12], Hirst 的 [13]、Pimentel 等 人 的 
[31J) 把 这 个 数 估计 为 3—5%. 如 果 把 粮食 系统 的 各 个 方面 都 包 
括 进来 ,比如 和 运输、 加工、 零售 .家 庭 储藏 和 预备 等 ( 见 表 13) ,那么 
这 个 数 或 许 是 12%. 所 以 ,用 于 其 它 方面 的 能 量 只 要 稍微 节省 一 
点 ,相对 来 说 就 有 较 丰 富 的 能 量 用 于 食物 生产 。 因 此 ,在 美国 按照 
+ erat 在 [5j 第 5 章 ,149 一 151 页 所 指出 的 那样 ,多 用 化 肥 之 所 以 不 能 


相应 地 多 出 因为 植物 的 生产 能 力 有 一 定 的 限制 。 植 物 无 法 把 逝 有 施用 的 化 由 
tees ER dhs 可 能 会 导致 供水 .河流 和 湖泊 的 严重 污染 。 
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产量 的 千 卡 数 eh 





0 45 90 125 180 225 270 315 360 
aH / 公顷 ) 


10.2 氮肥 投入 变化 时 的 玉米 产量 资料 来 源 :Munson 和 Doll 

的 [25], 在 Pimentel 等 人 的 [30] 中 , 亦 对 此 图 作 了 复制 。 
目前 规划 的 可 用 能 量 的 总 数 , 食物 生产 并 不 会 因为 能 量 的 不 足 而 
遭受 损失 ,只 是 能 量 的 价格 会 因此 而 提高 ,进而 导致 食物 价格 的 大 
幅度 上 涨 。 习 一 方面 ,我 们 可 能 会 问 , 按 照 美 国 农 业 的 生产 方式 来 
供养 世界 上 的 几 十 亿 人 口 需 要 多 少 能 量 . 这 是 一 个 有 趣 的 问题 . 根 
据 Hayes 的 论文 L11j, 一 年 里 单单 农业 所 需要 的 能 量 在 当今 世界 
一 年 里 所 用 的 所 有 能 量 中 差不多 占 80%. Pimentel 等 人 ([31]j],5 
页 ) 提 出 了 类 似 的 观点 。 我 们 将 在 习题 27 考虑 有 关 的 论点 。 总 之 ， 
要 使 整个 世界 都 象 美国 那样 利用 食物 能 显然 是 做 不 到 的 。 由 于 耕 
作 能 和 耕地 较为 稀少 ,人 口 又 在 增加 ,所 以 我 们 必须 另 想 它 法 。 
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% 习 


读者 须知 : 这 些 练习 中 的 大 多 数 都 有 儿 个 不 同 的 答案 ,最 终结 果 依 所 作假 设 而 
定 。 请 事前 明确 写 出 您 的 假设 。 我 们 建议 大 家 对 每 个 问题 都 作出 两 组 假设 , 即 表 12 中 
的 乐观 假设 和 悲观 假设 。 

21. 我 们 回 过 头 来 讨论 如 僻 混 合 使 用 现代 菲律宾 农业 生产 大 米 的 办 法 和 水 牛 农业 

生产 大 米 的 办 法 来 供养 世界 人 口 。 

Ca) 如 要 供养 50 亿 人 口 , 试 确定 如 何 配置 这 丙种 方法 ,并 求解 COFE 问题 ， 
Cb) Rf 300 亿 人 口 作 同 样 的 练习 。 

4c) 对 投入 最 小 化 问题 重复 练习 (Ca). 

1dq) 对 投入 最 小 化 问题 重复 练习 (b)， 

22. 《a) 对 于 有 100 亿 入 口 的 世界 求解 GOE 问题 。 这 里 或 者 以 只 用 人 力 的 黑 凶 如 
方式 种 植 玉 米 , 或 者 以 用 公牛 的 墨西哥 方式 种 植 玉 米 。 
{b) 求 解 这 种 情况 下 的 投入 最 小 化 问题 。 

24. 只 用 洋 李 可 供养 多 少 人 口 ? CAB 14 HAR.) 

25. 如 以 谷物 和 猪肉 为 食 , 并 且 至 少 有 15 多 的 热量 来 自 猪肉 ,那么 按 此 法 最 多 可 
供养 多 少 人 口 ? 每 一 种 食物 又 用 多 少 土地 ? 

26. 根据 Pimentel 等 人 的 论文 [站 ,每 年 每 公顷 玉米 地 上 明 收 5x10 PERRERA 
WE RAME 8 和 表 9 中 1945 年 和 1970 年 的 产 基 ,计算 玉米 地 在 这 两 年 的 
Lindeman 效率 ,并 与 俗 物 的 Lindeman 效率 作 比 较 Hoh Lindeman 效率 等 于 
Bed 中 的 上 除 以 100. 最 后 将 投入 的 太阳 能 与 投 人 的 “耕作 能 " 作 比 较 。 

27. (Pimentel 等 人 的 [2z9])1979 年 ,美国 种 植 作 物 的 土地 知 计 有 3 亿 3 TA Hi 
(美国 农业 部 的 [41j 和 542) ,其 中 大 约 有 20 站 的 产量 是 出 口 的 。 

《3 出 于 出 器 的 需要 ,我 们 将 种 植 英 直 数 降低 2000 ,并 假定 美国 人 日 为 2 亿 , 试 
计算 人 均 种 植 的 公顷 数 (1 公顷 关 2. 5 英亩)。 

《b) 如 要 在 一 年 时 间 里 供养 美国 人 口 ,试用 表 8 计算 每 人 所 用 能 重 的 千 卡 数 。 
《c) 假 定 世 界 人 口 为 40 亿 , 试 计算 在 一 年 时 间 里 利用 美国 农业 的 生产 方式 来 
供养 这 么 多 人 口 所 需 能 量 的 二 卡 数 。 

Cd) 利 用 一 加 仑 汽油 等 于 36225 TEH tia- -te te g Handbook of Chem- 
istry and Pnysics, Chemical Rubber Company, Cleveland, OH. Table D— 230), 
it FE — $F at TB] FBS ee eR A Br a PI 
数 。 

Ce)? 为 作 比较 ,是 前 所 知 的 刀 界 石油 存 贮 量 估 计 有 5160 HEC AEA 35 加 仑 )。 如 





28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
36. 
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呆 每 人 都 用 美国 农业 的 生产 方式 来 供养 ,那么 世界 石 洱 供应 能 维持 多 少年 ? 
如 果 世 上 所 有 耕地 都 按 美 国 农业 的 生产 方式 用 以 种 植 玉米 ,请 用 练习 27 GY 
答案 计算 可 供养 的 人 数 。 

假定 玉米 的 Lindeman 效率 (百分比 ) 与 表 14 中 的 谷类 相同 , 试 将 练习 28 的 敌 
案 与 这 种 情况 下 可 供养 的 人 数 作 比较 。 oe , 

如 凡 我 们 把 食物 的 种 类 局 限于 表 l REN ABR HE, BRERA E 
少 有 10 监 的 热量 来 自 牛 奶 ,至 少 有 5%% 的 热 基 来 自 鸡 生 。 试 计算 可 供养 的 最 大 
人 口 数 ， | 

在 4.2 节 的 最 后 ,我 们 考虑 一 个 与 GOE 问题 等 价 的 问题 和 一 个 与 之 相 联 的 投 
入 壤 小 化 问题 : 


minah; + ba, minah, + bh: 
约束 条 件 hithe oh sts Ai tip a 
ERRE + dy = M 约束 条 件 ; chy 十 dps >M. 


MR D< a, 这 两 个 问题 都 与 在 这 些 约束 条 件 之 下 求 hs 的 最 大 值 等 价 .假定 两 
组 问题 都 有 可 行 解 。 

Ca) 用 图 解法 证 明 , 如 果 M/4 > a, 则 这 些 问题 有 相同 的 最 优 解 。 

O) 如 果 M/d < a, 其 最 优 解 是 否 相同 ? 

如 果 食物 不 能 在 世界 人 口中 平均 分 摊 , 试 建立 一 种 理论 ,以 回答 我 们 一- 直 在 讨 
论 的 各 种 问题 。 

如 果 假定 每 年 耕地 面积 按照 某 固 定 的 速度 减少 ,那么 在 将 来 的 岁月 里 ,我 们 的 
计算 结果 将 会 如 何 变化 。 

对 于 人 口 增长 速度 .耕地 减少 速度 .或 许 还 有 “生产 率 "增加 速度 都 引入 一 些 假 
设 ,再 计算 经 过 多 少年 之 后 ,人 口 增长 速度 会 超过 粮食 递增 速度 。 

如 对 每 年 可 用 的 耕作 能 加 以 限制 , 试 作 同样 的 练习 。 

用 一 般 的 经 济 术语 ,我 们 考虑 的 GOF 问题 可 看 成 是 在 一 种 或 多 种 稀有 资源 并 
存 的 情况 下 如 何 选 择 生产 活动 的 问题 .假定 我 们 考虑 的 稀有 资源 不 仅 有 土地 ， 


”而 县 还 有 其 它 资源 , 比如 劳动 力 ,机 器 ,交通 工具 等 等 , 试 系统 地 阐述 这 种 问 


地 。( 注 ;有 随 着 稀有 资源 的 增多 ,问题 也 变 得 越 来 越 复杂 ,经 济 学 家 们 已 建立 了 
各 种 各 样 的 理论 来 处 理 稀有 资源 的 综合 权衡 ,这 就 推广 了 我 们 这 里 所 讨论 的 
方法 。 这 个 一 般 性 问题 的 有 趣 论述 可 在 Koopmans 的 [17j 中 找到 ,其 思想 在 
Huson 和 JorgensonL4 建 立 的 模型 中 得 到 应 用 。 作 者 感谢 William F. Hogen 向 


本 人 提供 这 种 折 广 和 这 些 参 考 资料 。) 
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教师 参考 

预备 知识 ”为 理解 本 章 的 内 容 , 具 备 离散 数学 课程 里 线性 规 
划 的 背景 知识 就 足够 了 。 

时 间 ”讲授 若干 次 课 。 

t “本章 是 讨论 能 量 用 于 获取 食物 之 效率 的 两 章 内 容 中 的 第 
一 章 。 第 二 章 ( 本 卷 第 11 章 ) 研 究 动物 的 行为 。 除了 第 二 章 的 某 些 
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地 方 依赖 于 本 章 第 二 节 和 第 三 节 的 一 些 内 容 之 外 ,这 两 章 基 本 上 
是 相互 独立 的 。 

这 一 章 可 在 离散 数学 、 线 性 规划 或 者 运筹 学 人 门 课 中 讲授 .下 
一 章 ( 第 11 章 ) 的 部 分 内 容 , 尤 其 是 纯 追 击 者 模型 和 有 关 比 速 增长 
率 的 讨论 ,或 许 适 合 于 在 微 积分 课程 中 讲授 。 这 两 章 放 在 一 起 ,或 
者 单单 其 中 的 一 章 , 适 合 于 在 具有 一 定 预备 知识 的 建 模 课程 中 讲 
授 。 特 别 是 在 第 11 章 , 我 们 先 对 照 有 关 行 为 的 信息 来 检验 以 前 的 
观点 ,由 此 作出 预测 ,并 根据 预测 结果 ,通过 多 次 重复 的 办 法 试图 
说 明 数 学 模型 的 发 展 情况 ,我 们 让 每 一 章 在 读者 心中 都 留 下 "没有 
了 结 ” 的 印象 ,换言之 ,学 生 们 可 以 对 所 提 模 型 加 以 推广 .研究 其 它 
可 供 选 择 的 途径 ,如 此 等 等 。 

如 果 这 两 章 在 建 模 课程 中 讲授 ,请 注意 如 下 几 点 : 

(1) 研 究 人 类 能 量 利用 的 规范 方法 或 传统 方法 与 研究 动物 能 
量 利用 的 描述 性 方法 之 闻 的 差别 。 

(2) 纯 追击 者 的 确定 性 模型 与 纯 搜 索 痢 的 随机 模型 之 间 的 差 
别 。 | 

(3) 用 来 解决 某 个 问题 的 大 量 性 质 各 异 的 数学 方法 。 

(4) 至 少 在 描述 性 模型 这 一 方面 ,为 检验 模型 的 预言 ,以 及 在 
预言 不 合格 的 情况 下 对 其 进行 修正 而 作出 的 不 懈 努 力 。 





第 11 章 
能 量 用 于 获取 食物 的 效率 1) :动物 


Fred S. Roberts, * Helen Marcus— Roberts” 


L 问题 的 引出 


人 ,至 少 是 现代 的 人 在 获取 食物 的 过 程 中 常常 以 极 不 有 效 的 
方式 利用 能 量 。 然 而 , 至 少 从 一 大 批 生 态 学 文献 可 以 看 出 ,动物 在 
获取 食物 的 过 程 中 却 是 能 量 极为 有 效 的 利用 者 。 

为 获得 食物 ,原始 人 类 仅 依赖 于 其 体力 ,他 们 可 用 的 能 量 只 能 
来 自 以 往 吃 了 的 食物 ,所 以 一 般 说 来 ,人 在 获取 食物 过 程 中 必须 比 
较 有 效 地 利用 能 量 。 现 代 人 已 把 过 去 用 于 食物 生产 的 大 部 分 体力 
代 之 以 机 器 、 化 肥 \ 灌 溉 等 等 。 这 大 幅度 地 提高 了 其 获取 食物 的 能 
力 ,但 同时 也 为 此 用 了 大 量 的 能 量 :用 能 量 来 开动 农场 机 器 .生产 
化 肥 、 施 用 化 肥 及 灌溉 农田 等 等 。 在 前 一 章 (Robert 的 [33]) ,我 们 
讨论 了 测量 能 量 效 率 的 一 些 方法 ,还 描述 了 人 在 食物 生产 过 程 中 
的 能 量 利 用 效率 。 

一 些 生态 学 家 提出 ,动物 在 能 量 的 利用 方面 是 非常 有 效 的 . 它 

* Department of Mathematics,Rutgers University, New Brunswick. NJ 08903. 


** Department of Mathematics and Computer Science. Montclair State College. Upper 
Montclair. NJ 07043. 
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们 进化 的 目的 就 是 为 了 有 效 地 利用 能 量 来 搜索 食物 (Hainsworth 
和 Wolf 的 [12]) ;其 大 小 尺寸 按照 使 闭 取 能 量 的 效率 达到 最 优 来 
进化 (Schoener 的 [36]) ;吃食 偏好 的 进化 也 是 为 了 使 其 单位 时 间 
里 概 入 的 能 量 最 多 (Emlen 的 [10])。” 在 这 一 章 ,我 们 对 有 效 利用 
能 量 的 动物 建立 一 系列 数学 模型 .这 些 模型 都 是 描述 性 的 ,而 不 是 
传统 的 ,因为 它们 描述 的 是 这 种 动物 的 行为 和 性 状 会 怎么 样 , 而 不 
是 应 该 怎么 样 才能 有 效 地 利用 能 量 .我 们 将 会 看 到 ,有 些 捕食 动物 
可 很 自然 地 用 确定 性 模型 来 描述 ,在 这 种 模型 里 ,我 们 根据 食物 的 
一 定 分 布 来 预测 动物 的 精确 行为 ;而 对 其 它 捕 食 动 物 则 用 随机 模 
型 来 描述 更 为 自然 ,这 种 模型 在 动物 的 行为 中 引进 不 确定 因素 或 
概率 因素 .这 里 提供 的 模型 都 是 用 作 预 测 的 , 预测 结果 再 作 某 种 形 
式 的 核实 ,比如 通过 实际 数据 的 比较 或 通过 "思维 实验 ”来 进行 ,我 
们 很 快 就 抛弃 其 中 的 许多 模型 , 未 被 抛弃 的 模型 也 是 暂时 的 ,将 受 
到 进一步 的 检验 。 读 者 容易 对 建 模 过 程 中 所 用 的 许多 假设 加 以 修 
正 .我 们 鼓励 读者 对 此 作 些 尝试 ,再 对 有 效 利用 能 量 的 动物 建立 其 
它 模型。 

读者 在 继续 往 下 阅读 之 前 应 该 参考 一 下 Roberts[33] 的 第 2 
节 , 以 获得 理解 下 面 内 容 所 需 的 有 关 生 物 学 和 物理 学 背景 知识 , 当 
然 , 凡 是 要 认真 地 把 数学 应 用 到 其 它 学 科 的 读者 ,他 们 在 这 些 学 科 
应 有 更 加 扎实 的 基础 ,而 不 仅仅 靠 阅读 几 页 背景 材料 。 不 过 ,要 开 
始 阅读 下 面 的 内 容 ,这 些 背景 知识 应 该 是 足够 的 。 

读者 可 能 也 希望 参考 Roberts 的 [33]3. 1 节 有 交 效 率 的 讨论 ， 
因为 我 们 论 及 的 大 部 分 内 容 都 以 能 量 效率 的 定义 方法 为 基础 。 但 
是 ,这 部 分 内 容 不 必 过 早 地 阅读 ,这 里 将 重复 其 中 的 大 部 分 。 除 了 
这 些 内 容 之 外 ,阅读 本 章 不 再 需要 Roberts 的 [33] 其 它 部 分 的 知 
识 了 。 


* ”这些 模型 都 不 考虑 对 和 蛋白质、 维生素 等 食物 的 需求 。 
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下 一 节 我 们 将 推导 生物 学 的 一 个 基本 定律 一 - 比 速 增 长 律 。 
这 一 定律 在 以 后 的 建 模 过 程 中 将 多 次 用 到 。 第 3 节 讨 论 如 何 定义 
有 效 利 用 能 量 的 行为 。 之 后 ,对 两 类 有 效 利 用 能 量 的 捕食 动物 , 即 
第 4 节 的 纯 追 击 者 和 第 5 节 的 纯 搜索 者 建立 模型 。 


2. 比 速 增长 律 


2.1 相对 生长 速度 


假定 = 是 某 生物 变量 ,比如 体重 、 体 长 ,代谢 率 等 等 .x 的 生长 
速度 或 绝对 生长 速度 是 工 关 于 时 间 上 的 导数 dz/dt 有 时 我 们 把 
dz/dt 与 x Wk. ED 

1 dz 


x dt 

叫 作 相对 生长 速度 或 比 生 长 速度 ,这 样 会 带 来 方便 。 例 如 ,假定 茶 
动物 按 每 24 小 时 48 克 , 即 每 小 时 2 克 的 常 速 增长 .这 样 的 速度 是 
大 还 是 小 昵 ? 答案 跟 动 物 的 当前 重量 有 关 。 如 果 动 物 的 当前 重量 
为 24 殉 , 那 么 这 是 很 快 的 生长 速度 。 如 果 当 前 重量 是 100 FE 
(10,000 FE) ,那么 这 就 是 很 慢 的 生长 速度 。 因此 ,相对 生产 速度 比 
绝对 生长 速度 包含 更 多 的 信息 ,对 于 上 面 的 第 一 种 情况 ,相对 生长 
速度 等 于 


2 Ti / 小 时 1 一 1 
a 1g ， 
而 对 于 第 二 种 情况 ,相对 生长 速度 是 
2 克 / 小 时 _ 


1 ， 
10000 & 二 5000 AT 


* 这 一 节 取 材 于 Batschelet 的 [3],285,305 一 307 T. 
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100 FSE AI Bh H AA = E EE K IA E E 8 
千克 。 

比 速 增长 学 所 作 的 是 比较 研究 不 同 生物 量 的 生长 速度 ,如 人 
的 头 和 手 的 生长 速度 。 假定 zG) 是 某 生物 量 在 时 刻 : 的 大 小 ,yt1) 
是 第 二 个 生物 量 的 大 小 。 比 较 x 和 y 的 相对 生长 速度 而 不 是 绝对 
生长 速度 往往 很 方便 。 大 量 的 生物 学 数据 表明 相对 生长 速度 互 成 
LE fj, BI 


1 dy _ „l dr 
yd z dt’ (1) 


其 中 c 是 比例 常数 ， 微 分 方程 (1) 称 为 比 速 增长 律 。 
为 求解 这 个 微分 方程 ,我 们 注意 到 ,由 链 锁 法 则 有 


o/s dy 
dt/ dt dz 
所 以 
dy yy 
dr “x 
这 个 方程 可 用 分 离 变量 法 求解 ,得 出 
Iny = clna + k. (2) 
其 中 是 常数 。 方 程 (2) 可 化 为 
y = etH = er, 
或 
y = kx (3) 
So ke. KEZ y 是 z 的 等 函数 。 等 式 (2) 和 (3) 有 时 也 称 比 速 
增长 律 。 


注意 , 比 速 增长 律 并 不 是 说 每 个 生物 量 都 按时 间 的 宪 函 数 来 
增长 , 它 说 的 是 一 个 生物 量 是 另 一 个 生物 量 的 窜 函 数 。 

许多 作者 都 研究 过 比 速 增长 律 。 参考 文献 有 Grande 和 Taylor 
的 上 11]、Huxley 的 [18]、Rosen 的 [34] 第 5 Æ, Simpson 等 人 的 
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(381396 页 Teissier 的 [40]、von Bertatanffy 的 [44],311 一 322 页 
以 及 Wilbur Fil Owen 的 [47]。 如 要 了 解 有 关上 比 速 增长 律 有 趣 的 数 
学 讨论 ,请 参看 Smith 的 著作 [39], 第 1 章 。 

在 捕食 动物 的 模型 里 ,我 们 要 用 比 速 增长 律 来 导出 代谢 率 与 
体重 之 间 的 关系 ,并 用 这 种 关系 来 估计 能 量 需求 .下 一 小 节 我 们 转 
到 这 一 关系 上 来 。 


2.2 代 射 率 与 体重 


代谢 率 CMR) 定义 为 单位 时 间 身 体 的 产 热 速度 , 它 当然 随 生 
物 所 从 事 的 活动 类 型 的 变化 而 变化 。 以 后 除 特别 声明 外 ,所 指 的 代 
谢 率 都 是 指 生 物 处 于 休息 或 停食 状态 时 的 代谢 率 。 这 种 代谢 率 称 
为 基础 代谢 率 。 根据 比 速 增长 律 ,MR 与 体重 之 间 的 关系 可 用 一 客 
函数 
MR = KW (4) 
来 表示 ,其 中 &,C 是 适当 的 常数 。 
从 19 世纪 30 年 代 开 始 (Kleiber 的 [22],180 页 ) ,人 们 就 认为 
MR 与 生物 体 的 表面 积 成 比例 , 即 
MR = a$, (5) 
其 中 a 是 常数 。( 这 又 是 比 速 增长 律 的 一 个 例子 ) 如 果 定 律 (5) 为 
真 ,那么 只 要 考虑 表面 积 与 体重 之 间 的 关系 , 即 可 确定 (4) 中 的 指 
Bc. 我 们 常常 假定 体重 与 体积 V 约略 地 成 比例 。 但 (参看 下 面 的 
4.1.1 节 )S 5V 有 什么 关系 呢 ? 对 于 具有 立方 体 或 球体 之 类 形状 
的 动物 ,这 个 问题 很 容易 回答 。 事 实 上 , 对 于 球体 形状 的 生物 体 ， 
S = 4rr’ (6) 


V = Snr’, (7) 


* 这 一 小 节 的 大 部 分 内 容 以 Kleiber 的 [22] 第 10 章 为 基础 。 
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其 中 7 是 半径 。 由 此 得 


S = BVv?4, (8) 
其 中 8 是 常数 。 因 为 了 SW 成 比例 ,所 以 
S = wes, (9) 
其 中 7 是 另 一 个 常数 。 于 是 从 (5) 和 (C9) 得 到 
MR = 6W*4, (10) 


这 里 弛 是 常数 ,对 于 立方 体形 状 的 生物 体 ,类 似 的 结果 也 成 立 .( 细 
节 作 为 练习 6 留 给 读者 。) 对 于 不 具有 完全 正规 几何 形状 的 动物 ， 
体积 和 表面 积 的 计算 更 为 复杂 。 但 是 ,可 以 证 明 (8) (从 而 C9) 和 
(10)) 在 一 般 情 况 下 也 是 成 立 的 一 一 至 少 近 似 地 成 立 。( 证 明 时 我 
们 可 用 一 些小 立方 体 或 小 球体 来 逼近 生物 体 。 如 要 了 解 这 种 证 明 
的 详细 情况 ,请 参看 Batschelet 的 [3],70 一 80 T.) 

人 们 对 “定律 "(10) 的 接受 延续 了 许多 年 ,一 直到 Kleiber? 4% 
虑 到 表面 积 不 能 完全 确定 而 开始 研究 表面 积 “ 定 律 ”C10) .例如 ,对 
于 兔子 ,是 不 是 把 耳 洒 也 算 作 表面 积 的 一 部 分 呢 ? 对 这 个 问题 的 不 
同 回 管 会 使 表面 积 出 现 高 达 20% 的 误差 .Kleiber 提议 把 MR 与 体 
重 直接 联系 起 来 ,他 还 测量 MR AW 的 值 以 直接 检验 定律 (10)。 
尽管 早期 的 数据 (例如 Voit 的 数据 ) 看 起 来 证 实 了 定律 (10) ,但 
后 来 的 数据 却 强烈 表示 指数 2/3 离 精 确 数据 还 差 得 很 远 。 那 么 这 
些 数据 究竟 怎么 样 ? 怎样 估计 精确 的 指数 呢 ? 

我 们 回 到 指数 律 (3) ,两 边 取 对 数 得 

logioy = clogioz + K.. 

这 表明 logioy XF logor 的 图 形 是 斜率 为 c 的 直线 。 图 11. 1 对 许 
多 不 同 的 物种 画 出 了 MR 的 对 数 关 于 体重 对 数 的 点 。 图 11. 2 m 
出 了 与 这 些 数据 相 拟 合 的 直线 。 这 条 “最 佳 的 "直线 是 用 最 小 二 乘 
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“体重 的 对 数 ( 干 克 的 对 数 ) 


11. 1 代 澳 率 关 于 体重 的 对 数 一 对 数 图 。 摘 自 Klciber 的 [22],201 页 。a 一 小 野 
b= FER ic= A Bid = RAG ie a f= HP g= Ah = Faia 
人 ;j= 男人 ;k= 小 公牛 i= 母 牛 ;mm 二 小 公牛 
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© 


Ea 


i 
(æ 


10 0 1.0 20 30 
体重 的 对 数 ( 干 克 的 对 数 ) 


MR 的 对 数 ( 千 卡 /天 的 对 数 ) 


11.2 与 图 11.1 的 对 数 一 对 数 点 集 拟 合 的 上线 。 接 自 长 leiber 的 [22],201 页 。 
法 得 来 的 .。 “”“ 其 斜率 与 3/4 和 2/3 相 比 ,更 接近 于 前 者 。( 您 能 看 


,可 参看 Alqer 和 Roessler 的 [1j。 


MS 的 下 JBET PRS AR] 
Aper ARE Bee 


BX 
在 不 同 个 体 之 间 , 体 重 及 eyes SL. 
不 过 ,这 种 结果 类 似 于 我 们 以 后 论 的 有 关 不 同 物种 之 间 相 互 比较 的 结果 。 参 看 
Kleiber 的 [22 ,207 Tt 
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出 理由 吗 ?) 不 管 怎样 ,这 些 数 据 都 和 否定 了 2/3 定律 (等 式 (10)), 因 
此 不 是 否定 表面 积 定 律 (等 式 (5)) 就 是 否定 定律 (8) 或 者 重量 与 体 
积 成 比例 的 假设 .类 似 的 数据 可 导出 介 于 0.63 和 1.0 之 间 的 任何 
指数 (Lasiewski 和 Dawson p3 C23]. Zeuther #9 [48 D. Hem- 
mingsenl IU] Kleiber!?2] 4 38 iif, AHF HEHE Wa BY» PEAT A HE 
采用 3/4 这 个 指数 。.Kleiber 还 指出 ,如 果 W 用 千克 来 度量 ,MR 用 
千 卡 /天 来 度量 ,那么 之 律 (4) 中 的 K 大 约 是 70. (为 什么 这 是 从 图 
11. 2 得 到 的 呢 ?) 所 以 基础 代谢 率 可 表示 为 
MR = 70W*“, 11) 


2.3 与 食物 需求 量 的 关系 


因为 MR 是 单位 时 间 里 的 产 热 速 度 , 所 以 在 长 为 了 的 时 间 间 

隔 里 所 需 的 食物 能 (用 于 休息 ) 是 MR 乘 时 间 了 , 即 等 于 
MR XT 
(Kleiber 的 [21]j) 。 这 对 人 或 动物 的 能 量 有 什么 要 求 呢 ? 这 个 问题 
的 答案 与 体重 有 关 。 对 于 一 个 重 81 千克 (大 约 178 磅 ) 的 人 ,由 
(11) 知 道 基 础 代谢 率 为 
70 X (81)34 = 70 X 27 = 1890 千 卡 / 天 。 

这 就 是 一 天 (了 =1) 里 用 子 基础 代谢 所 需 的 能 量 数额 。 但 是 ,摄取 
的 1890 千 卡 食物 能 并 不 全 部 用 于 新 陈 代谢 。 有 些 在 消化 之 前 就 
‘(作为 其 便 ) 消 失 了 ,有 些 在 消化 之 后 消失 在 尿 中 ,如 此 等 等 。 我 们 
把 食物 中 的 化 学 能 与 废物 中 的 化 学 能 之 差 叫 作 可 代谢 食物 能 。 这 
种 可 代谢 能 量 就 是 用 于 制 成 体内 物质 .乳汁 或 卵 (合成 代谢 ) 和 产 
热 (分 解 代谢 ) 的 能 量 。 

迄今 为 止 所 作 的 讨论 都 假定 人 不 劳动 . 当 人 确 要 劳动 时 ,劳动 
所 和 需 的 能 量 来 源 于 有 机 化 合 物 分 解 代谢 时 释放 的 化 学 能 .劳动 时 ， 
代谢 率 激 剧 上 升 , 并 在 此 后 的 很 长 一 段 时 间 里 仍然 居 高 不 下 。 例 
如 ,有 人 测 得 ,劳动 之 后 15 个 小 时 , 代谢 率 还 高 出 基础 代谢 水 平 
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25% s 紧张 劳动 之 后 48 小 时 ,代谢 率 高 出 基础 代谢 率 10% 
(Kleiber(22],308 页 )。 进 食 之 后 代谢 率 也 要 增加 。 所 有 这 些 都 表 
明 , 对 于 一 个 适度 活跃 体重 81 千克 的 人 来 说 ,其 每 天 的 热量 需求 
与 1890 FEA 3000 千 卡 相 比 ,更 接近 于 3000 千 卡 。 这 个 结果 可 
以 看 成 为 所 需 能 量 不 等 于 MRXT ,而 是 与 MRXT 成 比例 ,也 就 
是 等 于 kxXMRXT, 其 中 是 适当 的 常数 ,如 果 某 人 从 事 繁重 的 体 
力 劳 动 , 则 能 量 需 求 要 上 升 到 4500 千 卡 (Brown 的 [7Jj,107 页 )。 
根据 联合 国 粮农 组 织 的 报告 L42] ,在 非洲 中 部 .巴基斯坦 和 印度 的 
大 部 分 地 区 ,平均 每 人 每 天 摄 人 的 热量 低 于 2000 FE. Brown 
([7],112 页 ) 人 估计, 大约 世 界 人 口 的 50 多 每 天 摄 人 的 热量 小 于 
2250 千 卡 。 这 人 么 点 热量 只 够 维持 生命 。 


练 习 


(32) 如 果 r =k kn 是 常数 , 求 工 的 相对 生长 速度 。 
(Cb) BSR rO = ae" ,a,b 是 常数 , 求 z 的 相对 生长 速度 。 
.如果 zx 的 相对 生长 速度 是 常数 , 求 作为 时 间 之 函数 的 3. 
' 假定 z 和 > 由 下 面 两 式 给 出 


pi 


w N 


XD = ht) 
yt) = kt”? 
HH kokonon 是 常数 。 求 比 速 增长 律 (1) BY HK c- 
` 假定 zx 和 y 出 下 面 两 式 给 出 


> 


x(t) = aye’! 
y(t) = aze”? 
HE ar 02561 562 是 常数 。 求 比 速 增长 律 (17 中 的 常数 c， 
. 假定 xD 由 练习 3 BH yORRIT4 给 出 。 这 时 有 没有 可 能 存在 一 个 常数 * 
使 得 比 速 增长 律 (17 成 立 ? 为 什么 ? 
， 对 立方 体形 状 的 动物 推导 联接 表面 积 3 与 体积 V 的 比 速 增 长 律 ,并 用 这 一 关 
系 把 代谢 率 (MR) 与 体重 W 联接 起 来 。 
, 在 4.1. 1 节 我 们 将 认为 体重 与 表面 积 成 比例 ,而 不 是 与 体积 成 比例 ,如 果 这 和 句 
话 正确 ,前 县 表面 积 定律 (5 成立, 那么 关于 代谢 率 CMR) 和 体重 (Y7 的 比 速 


en 


a 


~J 
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增长 律 44) ,可 由 此 推出 什么 结论 。 


假定 表面 积 定律 (5 成立 ,在 对 数 一 对 数 坐 标 之 了 画 出 MR AF S 的 贸 形 。 
(Smith[39]) 定 律 (6) 和 (7) 可 重新 叙述 为 表面 积 与 某 " 线 性 尺度 “如 半径 ) 的 


平方 成 比例 ,体积 与 这 一 尺度 的 立方 成 比例 。 | 

(a) 如 果 线 性 尺度 翻 倍 ,表面 积 和 体积 会 怎么 变化 ? 

(b) 假 定 代谢 率 与 体重 的 3/4 RREY, RR Kleiber 提出 的 一 样 。 如果 体 重 
与 体积 成 比例 , 则 代谢 率 与 线性 尺度 的 某 个 赛 次 成 比例 。 问 等 次 是 多 少 。 
(c) 进 入 体内 的 能 流 与 表面 积 成 比例 ,从 而 与 线性 尺度 的 平方 也 成 比例 。 根 据 
(b> 的 答案 , 当 动 物 的 尺度 成 比例 地 增长 ,也 就 是 当 线性 尺度 增加 时 ,关于 代 
谢 率 与 进入 体内 的 能 流 之 间 的 关系 可 得 出 什么 结论 ? 提示 :进入 体内 的 能 流 
能 不 能 小 于 MR? (如 果 体重 与 表面 积 成 比例 ,而 不 是 与 体积 成 比例 ,是 不 是 也 
有 类 似 的 结论 ?) 


10. (Batschelet 的 [3],von Bertalanffy 的 [44]) 


13. 


(a) 如 果 W 是 一 个 细胞 的 重量 ,有 重量 与 体积 成 比例 , 则 表面 积 与 W?3 成 比 
例 。 为 什么 ? | 
(b) 细 胞 的 生长 依赖 于 流 经 其 表面 的 营养 物 。 所 以 当 细 胞 迅速 生长 时 ， 


dw 
v= 2/3 
a RWS, 


其 中 是 某 个 常数 ， 对 W 求解 这 个 方程 。 
Cc) 把 表面 积 S 表示 为 :的 函数 。 


《Kleiber[22]) 饥 饿 动物 (不 给 食 的 动物 ) 体 重 减 小 的 速度 与 代谢 率 成 比例 ,其 


体 地 说 


dw 
可 = 一 MR. 


假定 
MR = 70W3. 
求 一 只 25 千克 重 的 狗 停食 + 天 后 的 体重 。 


《Kleiber[22]) 经 验 表明 , 当 动 物 分 解 代谢 (消耗 ;5 了 一 定数 量 的 体内 物质 时 


‘根据 Chossat 定律 ,这 个 数 是 50%), 它 就 会 饿 死 、 假 定 这 个 50% 定 律 正确 ， 
则 练习 11 中 的 狗 和 需要 多 长 时 间 才 会 饿 死 ? 

假定 练习 12 的 Chossat 定律 以 及 练习 11 中 有 关 dW/dt 和 MR 的 公式 成 立 ， 
试 论 在 饥 钱 的 情况 下 ,是 大 动物 的 生存 时 间 长 ,还 是 小 动物 的 生存 时 间 长 ， 





3. 捕食 者 是 能 量 的 有 效 利 用 者 


3.1 能 量 效率 的 定义 


与 现代 人 不 同 ,多 数 捕食 动物 把 它 的 大 部 分 时 间 用 于 猎取 食 
物 。 它们 花费 大 量 的 能 量 去 争取 获得 食物 的 能 量 。 因此 ,许多 生物 
学 家 觉得 捕食 者 必然 按照 如 何 有 效 地 使 用 能 量 来 进化 。 在 引言 里 。 
我 们 曾 指 出 ,Hansworth 和 Wolfco 作 过 这 样 的 假设 :动物 的 进化 
按照 这 样 一 种 方式 来 进行 , 它 以 优化 收集 食物 的 效率 为 目的 , 即 优 
化 用 于 获取 食物 的 能 量 与 食物 本 身 能 量 价值 的 比 。 他 们 研究 了 蜂 
鸟 并 声称 ,最 优 的 身体 尺寸 是 根据 它们 如 何 才能 变 得 能 量 有 效 来 
确定 的 。Schoener59 则 认为 ,对 于 一 类 除 大 小 之 外 其 它 方面 都 相同 
的 捕食 者 ,只 有 当 身 体 的 尺寸 “能 使 它 在 最 短 的 进食 时 间 里 获取 
足够 多 的 食物 以 维持 本 身 的 需要 ”, 那 样 的 捕食 者 才 是 最 优 的 (于 
是 会 进化 过 来 )。 Emlent1" 断 育 ,“ 自 然 选择 会 有 利于 那样 一 些 吃 食 
偏好 的 进化 (不 管 通过 先天 的 还 是 后 天 的 渠道 ) ,这 些 偏 好 根据 其 
导 问 和 强度 ,在 某 物 种 的 体力 和 神经 所 能 及 的 范围 内 使 该 物种 的 
各 成 员 在 单位 时 间 里 所 摄 人 的 净 热 量 达到 最 多 。” 所 以 对 高 能 效 的 
需求 支配 了 (在 本 身 不 知 不 觉 . 逐 渐进 化 的 意义 上 ) 吃 食 偏好 和 习 
i 

我 们 的 基本 模型 将 假设 捕食 者 对 每 投入 一 个 单位 的 能 量 都 要 
争取 获得 最 多 的 能 量 。 换 言 之 ,捕食 者 要 优化 
e 一 E (12) 
其 中 Eo 是 能 量 “ 产 出 ”, 即 由 进食 获得 的 能 量 ,Ei RERA” 
即 进食 所 花费 的 能 量 。( 效 率 的 这 种 测量 方法 是 在 Roberts 的 [33] 
3.1 节 引 进 的 。) 在 生态 学 的 文献 里 ,e 有 时 称 为 能 量 效率 。 
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优化 能 量 效率 的 模型 忽略 了 时 间 的 作用 ,在 某 些 情况 下 ,花费 

一 个 单位 的 能 量 来 捕获 大 量 的 能 量 可 能 要 花 很 长 时 间 , 从 而 效率 

并 不 高 。 另 一 个 模型 是 优化 每 花 一 个 单位 的 时 间 所 得 的 净 能 量 。 净 
能 量 是 天 "一 已, 单位 时 间 里 所 得 净 能 量 可 用 

J= Eo 一 Ei 

E 


(13) 


KER HOP T 是 获得 Eo 所 花 的 时 间 。 尺 度 。 可 称 为 时 能 效率 。 
在 练习 里 ,我 们 要 研究 优化 e 的 行为 模型 。 有 时 ,我 们 把 尺度 e 变 
化 一 下 ,考虑 每 投入 一 个 单位 的 能 量 所 获 的 净 能 量 , 即 
Eo — E, 
e" = -E 
TG ERRE e AH e"=e—1. 
如 果 所 论 食 物 很 小 , 则 吃 掉 它 所 需 的 能 量 E, 也 可 能 很 小 ,从 
而 效率 e 可 能 很 大 。 尽管 如 此 ,动物 对 这 么 小 的 能 量 来 源 还 是 可 能 
会 觉得 不 值得 去 吃 . 什 么 叫 小 呢 ? 小 显然 是 个 相对 的 概念 , 比如 说 ， 
相对 于 捕食 者 的 食物 能 需求 量 Er (Eu 是 一 段 时 间 里 所 需 E 的 
总 量 ,) 因 此 ,较为 方便 的 是 按照 相对 能 量 产 出 Eo/ Er ,而 不 是 绝对 
产 出 来 考虑 问题 ,同时 也 考虑 相对 能 量 效率 
p = Folks 
E; 
的 优化 问题 。 我 们 仍 用 字母 e 来 代表 这 个 效率 。 对 于 尺度 (13) 也 可 
作 类 似 的 修正 ,得 到 相对 时 能 效率 
r (Eo 一 ED/Ep 
一 


(14) 


€ 


这 里 En 是 一 段 时 间 里 所 需 净 能 量 &o 一 Ei 的 总 量 。 在 (14) 中 ,Ex 
是 所 需 能 量 产 出 的 总 量 。 或 许 此 地 也 采用 所 需 净 能 量 的 总 量 更 为 
合理 ,但 我 们 还 是 假定 (4) 中 的 Ex 只 按 Eo 来 计算 ,不 过 计算 时 
对 获取 一 定 的 能 量 产 出 总 量 预期 所 需 的 “平均 ”能 量 投入 加 以 补 
偿 。 例 如 ,2. 3 节 算得 ,一 个 81 千克 的 人 ,其 每 天 的 净 能 量 需 求 为 


(15) 
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1890 千 卡 。 这 里 假定 能 量 不 用 于 获取 食物 (也 不 用 于 活动 ,吃食 等 
等 }。 为 补偿 能 量 的 额外 用 途 , 我 们 把 需求 量 提高 到 3000 千 卡 。 后 
面 这 个 数 可 用 于 (14) ,前 者 可 用 于 (15). 
采用 相对 效率 而 不 用 绝对 效率 尚 不 止 仅 仅 带 来 方便 。 能量 产 
出 Eo SEERA E 和 能 量 需 求 Er 都 随 食物 品种 的 不 同 而 不 同 ， 
随 动物 的 不 同 而 不 同 , 例 如, 我 们 下 面 假定 Er 和 Ex 与 动物 的 身体 
RY BARM Lo 与 8 无关。 这 时 对 于 某 特定 的 食物 品种 就 有 可 
能 成 立 
Eo Eo 


E(B)” E(B') 


Bol Ex(B) _ Eo/Ex(B') 
EB) E(B') 
因此 ,对 于 身体 尺度 为 8B 和 的 两 种 动物 ,吃食 时 第 一 种 动物 比 
第 二 种 动物 更 为 绝对 有 效 , 同 时 又 不 如 第 二 种 动物 相对 有 效 。 以 后 
将 举 出 这 样 一 个 例子 。 


3.2 纯 追 击 者 和 纯 搜 索 者 


Schoener 36] 提 出 了 几 个 模型 ,其 中 捕食 者 的 最 优 尺 度 主 要 由 
“营养 能 量 ” 关 系 确定 。 所 谓 “ 营 养 能 量 ” 关 系 即 各 类 食物 与 不 同 大 
小 的 捕食 者 从 这 些 食物 中 可 得 的 相对 能 量 值 之 间 的 关系 。 这 些 模 
型 都 假定 只 有 孤立 的 捕食 者 ,也 就 是 说 ,捕食 者 没有 竞争 对 象 。 这 
一 假设 使 Schoener 可 以 不 考虑 不 同 物种 之 间 对 食物 的 竞争 问题 ， 
从 而 不 致使 情况 大 大 地 复杂 化 。 我 们 这 里 讨论 的 模型 主要 基于 
Schoener 的 孤立 捕食 者 模型 。 他 假定 这 些 捕食 者 优化 相对 的 能 效 
率 (15). 而 我 们 将 假定 的 是 这 些 捕 食 者 优化 相对 能 量 效率 。( 但 在 
练习 里 要 考虑 相对 时 能 效率 .) 我 们 要 分 清 两 类 理想 化 了 的 孤立 捕 
食 者 , 即 纯 追 击 者 和 纯 搜索 者 。(Schoener 把 这 两 类 捕食 者 分 别 叫 








361 


作 第 I 类 捕食 者 和 第 1 类 捕食 者 ; 纯 追 击 者 这 一 术语 来 自 Mac 
Arthur 和 Levins 的 [25]。) 纯 追击 者 不 用 (或 很 少 用) 能 量 来 搜索 
食物 ;它们 在 某 中 心 位 置 等 候 ,直到 发 现 食物 ,再 花 大 量 能 量 来 追 
击 这 一 食物 , 另 一 方面 , 纯 搜索 者 所 花 的 大 量 时间 和 人 能量 仅 仅 是 为 
了 寻找 食物 。 但 一 旦 发 现 食物 ,就 不 需 花 (或 很 少 花 ) 能 量 去 追击 。 
在 以 下 两 节 , 我 们 要 研究 纯 追 击 者 和 纯 搜索 者 。 大 家 会 发 现 ,对 这 
两 类 捕食 者 的 最 优 能 效 行 为 各 别 地 建立 模型 牵涉 到 两 种 大 相 径 庭 
的 数学 方法 。 事实 上 ,对 最 有 效 的 纯 追 击 者 我 们 将 用 确定 性 模型 ， 
而 对 最 有 效 的 纯 搜索 者 将 用 随机 模型 。 有 关 随 机 模型 和 确定 性 模 
型 之 关 差 异 的 详细 讨论 ,请 参看 Marcus 一 Roberts 的 [27]。 

我 们 要 考虑 的 模型 看 起 来 是 非常 “定量 化 ”的 ,因为 对 各 种 不 
同 的 量 , 诸 如 所 用 或 所 得 的 能 量 都 有 精确 的 公式 。 但 是 ,从 这 些 模 
型 所 能 作出 的 预言 将 仅仅 是 “定性 的 ”, 比如 预测 某 值 先 增加 一 段 
时 间 然 后 再 减 小 。 有 几 个 理由 可 以 说 明 我 们 为 什么 只 能 作出 定性 
的 预言 。 首 先 ,模型 牵涉 到 大 量 的 未 知 常数 ,它们 实际 上 是 模型 的 
参数 , 随 捕食 者 的 不 同 而 不 同 ,也 随 被 食 动物 的 不 同 而 不 同 ,第 二 ， 
现 有 生物 数据 常常 内 对 定性 分 析 有 用 ,原因 是 测 景 这 些 数据 很 采 
难 , 有 些 变量 还 很 复杂 , 如 此 等 等 .但 是 ,读者 不 应 该 认为 只 能 得 到 
“定性 ”结论 的 模型 是 无 用 的 ,或 者 是 非 数学 的 .定性 的 结论 可 通过 
精确 的 数学 术语 来 表达 ,可 用 来 预测 、 可 接受 检验 、 还 可 使 我 们 取 
得 对 现实 世界 现象 的 理解 。 或 许 , 对 许多 生物 现象 建立 纯粹 定量 的 
模型 是 永远 不 可 能 的 。 我 们 得 学 会 接受 这 种 定性 模型 。 

在 继续 进行 下 面 的 论述 之 前 应 该 说 明 一 下 ,并 不 是 所 有 的 动 
物 都 有 优化 的 行为 。 例 如 参看 Toth" 1 的 文章 “ 秘 蜂 的 知识 与 育 
识 ”。 所 以 动物 优化 能 量 这 一 假设 肯定 要 经 受 检验 和 反驳 。 
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4. 纯 追 击 者 


纯 追 击 者 在 追击 ,处 理 和 吞食 猎物 方面 花 去 时 间 和 能 量 。 但 我 
们 假定 它 不 花 时 间 来 寻找 猎物 。 它 监视 着 一 个 地 方 , 确 定 猫 物 的 位 
置 ,直到 看 到 潜在 的 猎物 为 止 。 我 们 还 假定 监视 过 程 不 费 任何 能 
量 , 一 旦 纯 追 击 者 确定 了 潜在 猪 物 的 位 置 , 它 就 作出 决定 是 追 还 是 
不 追 ,依赖 于 如 下 两 个 因素 , 即 猎 物 的 大 小 和 离 捕食 者 的 距离 。 为 
简单 计 , 我 们 假定 ,一 旦 捕食 者 选 定 了 某 个 猎物 , 它 就 能 成 功 地 捕 
获 它 .另外 ,我 们 还 假定 捕食 者 在 捕获 并 吃 掉 其 猪 物 之 后 将 回 到 监 
测 点 (监视 场所 )。 虽 然 纯 追击 者 是 理想 化 的 动物 ,但 安 的 列 斯 晰 
蝎 . 潜 鸟 . 多 种 青蛙 、 某 些 合掌 星 螂 .臭虫 . 某 些 捕食 猫 以 及 某 些 狂 
头 座 都 近似 于 我 们 所 描述 的 理想 化 模型 (Sechoener 的 [36]) 。 


4.1 计算 能 量 产 出 和 能 量 投入 的 第 一 个 模型 


在 讨论 能 量 效率 的 优化 之 前 ,我 们 得 研究 几 种 方法 来 计算 进 
食 过 程 中 的 能 量 需求 .能 量 投入 和 能 量 产 出 。 我 们 要 一 步 一 步 地 来 
推导 计算 这 三 者 的 公式 。 关 于 能 量 需求 .能 量 投入 和 能 量 产 出 ,前 
面 几 个 模型 所 引出 的 结论 显然 不 能 令 人 满意 。 
4.1.1 捕食 者 的 能 量 需求 
根据 2. 3 节 的 讨论 ,休息 时 在 茶 段 长 为 了 的 时 间 间 隔 里 的 所 
需 能 量 Ee 为 
一 MRXT, 
其 中 MR 是 (休息 时 的 ) 代 谢 率 。 又 
-MR = aW", 
其 中 W 是 体重 ,a 是 比例 常数 ,为 了 与 有 关 文 献 ,尤其 是 Schoener 
的 模型 相 一 致 ,我 们 以 后 用 捕食 者 的 体 长 或 身体 尺度 8B, 而 不 用 体 
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E. 设 Ex= En(8) 是 在 给 定 的 一 段 时 间 ( 我 们 总 是 认为 这 是 一 天 ) 
里 身体 尺度 为 号 的 捕食 者 所 需 的 能 量 。 为 利用 关系 式 
Es= MRXT, 
我 们 得 确定 体重 W 与 体 长 8 之 间 的 关系 。 
在 2. 2 节 我 们 看 到 , 至 少 对 于 球体 或 立方 体 之 类 的 规则 几何 
图 形 而 言 ,表面 积 $ 与 体积 的 2/3 RREH. REOM ,并 经 
同样 的 推理 ,我 们 可 以 推断 体积 与 长 度 r( 或 8) 的 立方 成 比例 , 表 
面积 与 长 度 的 平方 成 比例 。 如 果 体 重 与 体积 成 比例 ,就 象 我 们 在 
2. 2 节 的 讨论 中 所 假定 的 那样 ,那么 
MR= aW = a(BB’) = YB”, 
其 中 6 和 7 是 比例 常数 ,但 是 ,Schoener 的 实验 表明 W 5 2 成 比 
例 , 而 不 与 B 成 比例 ,从 而 W 与 表面 积 成 比例 ,而 不 与 体积 成 比 
例 。 利 用 这 一 事实 ,我 们 得 到 
MR = a(dB?)*4 = kB, 
其 中 6 和 是 比例 常数 ,按照 Schoener 的 模型 ,我 们 将 用 这 第 二 个 
条 件 。 因 此 ,我 们 假定 ,在 给 定 的 一 天 时 间 里 (Y=1) 有 
Ec = MRXT =MR, 
或 
En{B) = kB, 
其 中 是 正常 数 。 由 于 活动 的 时 候 代谢 率 增加 ,所 以 假定 Ee(B) 5 
MRXT 成 比例 ,而 不 是 与 之 相等 ,这 样 或 许 更 为 自然 ,因此 有 等 
i 
E(B) = kB, (16) 
Hp k >k. 我 们 将 沿用 Schoener 论文 中 的 这 个 假设 ,而 不 是 按照 
所 得 净 能 量 来 计算 E,(B). 
4.1.2 食物 种 的 潜能 
我 们 假定 从 某 食物 种 可 得 的 ( 热 ) 能 是 该 食物 种 的 身体 尺度 或 
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得 到 的 能 量 £(i) 与 其 体重 成 比例 , 从 而 与 其 体 长 的 某 一 备 次 成 比 
例 。( 这 又 是 比 速 增长 律 .)Schoener 假定 W 与 B 成 比例 ,因而 
EG) = kř, (17) 
其 中 心 是 正常 数 。 以 后 我 们 也 要 采用 这 个 假设 。 
4.1.3 用 于 追击 的 能 量 
在 追击 并 捕获 某 食物 种 时 ,捕食 者 用 了 一 定数 量 的 能 量 。 或 
许 , 如 果 要 花 大 量 的 能 量 才能 捕获 某 一 食物 种 ,那么 只 有 在 从 中 可 
获 足够 多 的 能 量 时 ,这 一 猪 物 才 会 受到 追击 。 很 自然 ,追击 所 用 的 
能 量 依赖 于 捕食 者 的 体 长 和 追击 时 间 TP. 而 追击 时 间 又 依赖 于 
SURFAREN. Schoener 利用 推导 (16) 时 所 用 的 类 似 广 
法 推 得 :用 于 追击 的 能 量 EP 与 MR 和 追击 时 间 TP 之 积 成 比例 ， 
即 ， 
EP = k BTP, (18) 
其 中 心 是 正常 数 ,可 解释 为 追击 成 本 ”"。 以 后 我 们 也 要 采用 这 个 
假设 . TP 的 值 依赖 于 猎物 离 捕 食 者 的 距离 ,还 依赖 于 追击 者 的 
(平均 ) 速 度 w 为 简单 计 , 我 们 假定 猎物 并 不 准备 (或 无 法 ) 逃离 。 
于 是 


TP=TPQ) =~, (19) 


从 而 


1.5 


EP = EP(B,r) = tp 


r 





(20) 
读者 应 当 注 意 ,这 一 项 与 猎物 的 体 长 ; 无 关 。 在 练习 里 ,我 们 要 考 
虑 在 猪 物 要 逃离 的 情况 下 这 一 公式 的 修改 问题 。 

在 结束 这 一 小 节 之 前 ,我 们 得 问 ,v 是 怎样 依赖 于 B.i.r 等 其 





* 银 上 面 一 样 ,EP 4 MRX TP 成 比例 ,而 不 与 之 相等 ,因为 劳动 时 的 代谢 率 超 过 
休息 时 的 代谢 率 。 
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它 因 素 的 ?有 关 捕 食 者 的 速度 v 与 其 身体 尺度 的 关系 问题 ,尚未 有 
定论 。Smith([39],11 一 12 页 ) 争 辩 说 ,动物 的 最 大 速度 应 与 其 大 
小 无 关 ,至 少 对 于 充分 大 的 动物 是 如 此 .Hit[15] 也 这 样 认为 ,至 少 
对 于 同一 类 型 的 “类 似 ” 动 物 是 如 此 。 但 其 他 作者 (Bonner[61， 
Hocking[16]) 却 得 到 不 同 的 结论 。 我 们 将 假定 ,对 于 一 切 所 研究 的 
捕食 者 ,v 是 常数 ,与 8B 无关 ,也 与 i 和 7 无关。 练习 25 和 26 BK 

4.1.4 ”能 量 效率 

在 我 们 模型 里 用 到 的 基本 变量 有 捕食 者 的 身体 尺度 B、 食 物 
种 的 身体 尺度 i 和 食物 种 离开 捕食 者 的 距离 r. 我 们 也 有 几 个 参 
Blk Rok 和 wv. 假定 大 小 为 8 的 捕食 者 在 距离 为 r 的 地 方 发 现 
一 大 小 为 i 的 猎物 。 我们 把 这 种 猎物 称 为 (i,r) 猎 物 或 (i,r) 食 物 
种 。 撒 食 者 追击 (并 捕获 )(i,r) 食 物种 的 能 景 效率 eB8,i,r) 等 于 多 
少 呢 ?利用 相对 能 量 效率 的 度量 方法 (14) ,我 们 有 
其 中 EQ) 是 吃 掉 大 小 为 i 的 食物 种 所 获得 的 能 量 ; Er ERK 
为 B 的 捕食 者 的 能 量 需 求 ;EPC(B,r) 是 用 于 追击 的 能 量 。 因 此 
kt /Rk BY? 





eCB,i,r) = RB TP Or) C22) 
或 
, ku 
elB,ir) = ERBY (23) 





我 们 假定 捕食 者 是 根据 优化 Bir 89 BAS REICH. 

4.1.5 第 一 个 模型 作出 的 预言 

我 们 对 固定 的 正 数 r 和 8 来 考虑 能 量 效率 elB8,i,r). 也 就 是 
说 , 设 捅 食 者 的 身体 斥 度 BAERS. RNS BAHASA SN 
固定 常数 7 的 猎物 。 由 假设 ,v 是 常数 ,于 是 
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e(Byi,r) =a, (24) 
其 中 
kv 
T= hy ky Bir’ (25) 


ORR Bh e 关于 i 的 图 形 , 就 得 到 一 条 抛物 线 ,形状 如 图 11. 3 
所 示 , 原 因 是 ,如 ,k3,v,r Al B 都 是 正 的 ,从 而 a 也 是 正 的 。 
现在 我 们 问 , 当 ~ 增加 时 ,也 


就 是 当 猿 物 的 距离 增 大 时 ,e 会 怎 。 。 
么 样 。 从 (21) 知 道 ,增加 时 ,o 减 A 
小 。 因 此 我 们 得 到 一 族 抛物 线 , 较 are 
宽 的 与 较 大 的 r 相对 应 ,如 图 Sane 


11. 4 所 示 。e 表示 每 用 去 一 个 单位 
能 量 所 得 到 的 那 部 分 能 量 在 只 能 图 11.3 
量 需求 中 所 占 的 份额 。 对 于 固定 
的 i, 从 图 11.4 显然 可 见 , 只 要 取 
r 尽 可 能 地 小 ,也 就 是 使 猎物 尽 可 
能 地 近 , 那 么 e 就 较 大 。 这 一 点 从 
我 们 的 模型 或 等 式 (23) 是 显 而 易 
见 的 。 

下 面 我 们 考虑 7+ 固定 8 变化 
的 情况 。 从 等 式 (25) 我 们 又 可 看 
到 ,a 随 呈 的 增加 而 减 小 。 因此 ,对 
于 不 同 的 8 画 出 e 关 于 i 的 图 形 
又 可 以 得 到 一 族 抛物 线 , 较 宽 者 与 
较 大 的 8 相对 应 ,就 象 图 11.5 所 
示 的 那样 。 这 一 结果 的 含义 如 下 : 
对 于 任意 给 定 的 猎物 尺度 ALE 
意 距离 ,每 用 去 一 个 单位 的 能 
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R REG MHRS It RERANR ARG ES fH) H 
所 希 之 能 量 。〈 直 接 从 等 式 (23), 这 也 是 显然 的 ) 如 果 利 用 基本 假 
设 , 即 捕食 者 的 进化 以 优化 e(8,i,7) 为 目的 , 则 从 模型 我 们 可 以 预 
言 : 所 有 的 捕食 者 都 是 很 小 的 ,显然 ,这 一 预言 与 大 自然 相 违 背 , 因 
为 大 捕食 者 的 确 存在 !* 


4.2 第 二 个 模型 


面临 模型 的 错误 结果 ,我 们 必须 研究 一 下 所 发 生 的 情况 ,世上 
为 什么 有 大 搬 食 者 呢 ? 答案 是 大 捕食 者 与 小 捕食 者 相 比 具有 某 些 
优点 ,因为 大 捕食 者 能 处 置 (处 死 ) 并 吃 掉 较 大 的 猎物 .在 上 面 的 模 
型 里 ,我 们 略 去 了 对 用 于 处 置 (处 死 ) 和 吃 掉 猎物 的 能 量 的 讨论 , 实 
际 上 还 略 去 了 对 小 捕食 者 处 死 大 捕食 者 的 可 能 性 的 讨论 。 我 们 不 
考虑 后 面 这 个 问题 ,只 考虑 用 于 处 置 (处 死 ) 并 吃 掉 猎物 的 能 量 。 由 
过 去 估计 能 量 需求 的 经 验 我 们 知道 ,处 置 并 吃 掉 猎 物 所 需 的 能 量 
EHS 与 代谢 率 有 关 , 还 与 花 在 处 置 并 吃 掉 猎 物 上 的 时 间 THS 有 
关 。 特 别 地 ,我 们 可 合情合理 地 假定 ( 象 等 式 (18) 一样) 
EHS = k, B THS, (26) 
其 中 是 正常 数 ,解释 为 “处 置 并 吃食 成 本 ”, 显然 ,THS 依赖 于 捕 
食 者 和 猎物 的 尺度 8 和 i. 但 它 与 捕食 者 离开 猎物 的 距离 元 关 , 关 
于 EHS 或 THS 这 个 课题 ,看 来 并 没有 很 多 的 文献 。Hoiling57] 发 
现 ( 对 于 合掌 蜂 螂 ,在 猪 物 尺度 的 一 个 小 范围 里 ,把 吃食 时 间 看 成 
与 食物 种 的 重量 成 正比 较为 合适 。 根 据 我 们 以 前 的 假设 ,重量 与 身 
体 尺度 的 平方 成 比例 ,因此 ,我 们 以 后 假定 THS 与 食物 种 的 长 度 ; 
的 平方 成 正比 ,而 与 捕食 者 的 体重 无 关 。 所 以 
THS = kt, (27) 
Fit k 是 另外 一 个 正常 数 。 


* 如 果 预 先 限制 物种 的 尺度 , 则 类 似 的 预言 可 能 有 效 。 
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利用 这 些 假设 ,我 们 重复 能 量 效率 eB i) ATTA FG 





_ E/Enr(B) 
eC(B,i,r) = EP + EHS. (28) 
所 以 
koi? /k BY 
CBr = 7 RPP + hB THS 
hoi? 


yk Br /u 十 RR kB? 
对 于 固定 的 Al. eR (Boi. RAA IA RR eB.) Aa A 
问题 , 即 e 随 着 身体 尺度 B 的 减 小 而 增加 。 因 此 ,捕食 者 如 轨 优 化 
能 量 的 利用 率 , 就 必须 很 小 。* 


4.3 第 三 个 模型 


我 们 同样 应 该 知道 为 什么 会 得 到 这 一 不 幸 的 预言 。 较 大 身材 
的 优点 仍然 没有 在 我 们 的 模型 里 显示 出 来 。 这 种 优点 可 能 表现 在 
处 置 并 吃 掉 猎 物 的 时 间 上 ,因为 较 大 捕食 者 会 用 较 少 的 时 间 来 处 
置 妃 捕 到 的 猫 物 。 所 以 我 们 改变 THS 的 表达 式 ,以 此 来 再 次 修改 
模型 。 为 简单 计 , 我 们 假定 THS 不 仅 与 成 正比 ,而 且 与 8 的 某 
个 大 次 成 反比 。 容 易 看 出 ,B 的 这 个 害 次 应 该 相对 较 大 ,以 不 致使 
eB ir) RAPE B 的 减 小 而 增加 这 样 不 幸 的 性 质 。 假 定 

THS = £,°B™, 

Hep k Ms 是 正常 数 。 于 是 用 (28) ,我 们 有 


koe /k, BSS 
e(B,i,r)= EB + kk, BPB 


O kit? 
RR Br/v + kkk Bi 


* 与 上 面 一 样 , 如 果 预 先 限 制 物 种 尺度 的 范围 ,这 一 预言 就 可 能 是 对 的 。 
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HEA N s 必须 大 于 3.“ 我 们 要 作 这 一 假定 。 

解决 了 这 个 问题 ,我 们 来 进一步 研究 eC Bair). MR AB 

是 固定 的 正 数 , 则 有 
e(B,i,r) = WE xd 

其 中 

a = kks Br/kov 

b = kk kB / k. 
因为 a 是 正 的 ,函数 e 随 i 值 的 增 大 而 增 大 ,其 含义 是 :如 果 每 花 挥 
一 个 单位 的 能 量 时 所 获得 的 能 量 得 到 优化 ,那么 对 于 离 捕食 者 距 
离 国 定 的 猜 物 而 言 , 较 大 猎物 总 比较 小 猎物 更 受 欢 迎 。 这 个 预言 合 
理 不 ?有 些 动物 能 吃 掉 大 小 不 一 的 食物 种 ,但 这 仅仅 是 因为 可 以 得 
到 它们 吗 ? 有 没有 可 能 在 可 捕获 之 猎物 的 身体 尺度 的 一 定 范围 内 ， 
较 大 猎物 总 是 更 受 欢迎 兄 ? 

Ivlev"' 中 对 鱼 作 了 各 种 各 样 的 研究 。 在 这 些 研究 里 ,有 一 件 事 
就 是 他 测量 了 鱼 对 大 量 不 同 大 小 猎物 的 “选择 度 "”， 图 11.6 是 
lviev 得 到 的 两 种 典型 的 曲线 。 如 果 食 物种 相对 较 小 , 则 Ivlev 的 鱼 
对 它 的 偏好 程度 随 其 尺度 的 增 大 而 增 大 .但 当 食 物种 尺度 变 得 较 
大 时 , 鱼 对 它 的 侦 好 程度 却 下 降 了 。 总 之 ,如 果 偏好 的 确 显示 出 对 
能 量 效 率 的 优化 ,那么 对 于 固定 的 8B 和 +r,eC(B,i,r) 并 不 总 是 i 的 
递增 困 数 。 这 一 预言 再 一 次 促使 我 们 要 么 对 有 关 优 化 能 量 效率 的 

* 这 是 模型 里 唯一 使 得 利用 相对 效率 (14) 与 与 利用 (绝对 ?效率 (12? 出 现 差异 的 地 


方 。 假 如 利用 绝对 效率 ,那么 我 们 就 有 ; 
of? 


e(Bsir) = BBY rv + kik BOS 72’ 

于 是 选择 s> 1.5 就 足以 使 。 ap ee 例如 取 s 一 2， PN nay 是 身体 尺 
度 的 递减 函数 ,而 绝对 能 量 效率 却 不 是 。 对 于 有 些 食物 种 ,有 两 7 IAN EBA 
Bi 使 得 在 吃 掉 该 食物 时 ， nei on ein tee REREAD ‘的 捕食 者 大 ， 
但 相对 效率 却 比 后 者 小 ! 因此 在 建 模 时 ,假定 捕食 者 优化 绝对 效率 与 假定 优化 相对 歼 
率 就 有 差别 了 。 a ates 并 比较 不 同 食物 种 的 绝对 效率 或 相对 效率 ,那么 
就 不 会 有 这 种 有 麻烦。 绝对 效率 更 大 当 且 仅 当 相对 效率 也 
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005 1.5 2.5 35 4.5 5.0 
REGEX) 


(a LAK ARRA hs 





0 1 


4 


2 3 
尺度 (毫米 ) 
人 b) 以 小 蝉 螂 为 食 的 旋 座 鱼 。 
11.6 和 鱼 对 不 同 大 小 食物 种 的 选择 度 。 数 据 源 自 Tvlev 的 [19],87 页 。 
基本 假设 提出 疑问 ,要 么 对 模型 加 以 修正 。 
4.4 第 四 个 模型 


4.4.1 模型 


我 们 的 模型 中 最 有 伸缩 性 的 地 方 在 THS 的 定义 上 。Schoen- 
er 指出 ,处 置 并 吃 掉 大 小 为 :的 猎物 所 花 的 时 间 与 其 说 与 :的 本 
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函数 (特别 是 平方 函数 * ) 有 关系 ,还 不 如 说 与 i 的 指数 函数 有 关 
系 .在 第 三 个 模型 里 ,我 们 可 以 把 THS 的 公式 修改 一 下 ,将 代 之 
以 另 一 宕 次 ”就 有 可 能 改变 那 尚 欠 满意 的 预言 ;对 于 固定 的 总 和 
r e 随 着 i 的 增加 而 增加 (练习 23)。 虽 然 如 此 ,我 们 还 是 要 以 
Schoener 的 思想 为 线索 .现在 THS 的 定义 中 再 加 入 与 捕食 者 身体 
REB 成 反比 的 一 项 ,我 们 来 研究 按 如 下 方式 定义 THS 的 含意 : 

THS = kexp (kDB™’ 
其 中 心 , 和 s 是 正常 数 。 我 们 必须 选择 ; 大 于 3 以 避免 模型 1 和 
2 中 出 现 的 问题 。 为 具体 起 见 , 取 * 为 4. (对 于 取 其 它 值 的 ,计算 
工作 留 给 读者 .”“) 因 此 我 们 假定 的 是 

THS = kexp(h,i) Bo‘ (29) 
利用 (28) ,e(B,iyr7) 谈 成 
AB rir) = ike FARE TaD 
作为 这 一 公式 之 基础 的 假设 在 表 1 中 作 了 总 结 ， 

表 1 第 四 个 模型 的 假设 


(30) 


1. HRA AK HAH HE Erx(B)=h,B'5 

2. 食物 种 的 潜能 EQ) = koi 

3. FB iti LA ATTA TP=r/v 

4， 花 在 追击 上 的 能 量 EP=k3B'51'P 

5， 用 于 处 置 和 吃食 的 时 间 THS= kserp( ksi) B-4 
6. 用 于 处 置 和 吃食 的 能 量 EHS= k,B'-8THS 


注 :8 是 捕食 者 的 身体 尺度 ;i 是 猎物 的 身体 尺度 ;r 是 猎物 离 捕食 
者 的 距离 ;v 是 捕食 者 的 追击 速度 ,被 假定 为 与 Bier 均 无 关 
的 常数 ;& Bi ke 是 正常 数 。 
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4.4.2 预言 ,| | 
对 于 固定 的 ( 正 数 )+ AB, RANTBEE(30) ARIK eB sir). R 
们 有 Oo 
| | Bin) = pc (31) 
其 中 | 
a=k, | 
b= bik, Bir/v 
c= kikik; Bo 
d = k,. 


FH PRIX eB 站 可 得 到 一 些 曲 线 ,它们 具有 所 希望 的 性 质 , 即 对 于 
.充分 大 的 i,e 随 着 i 的 增加 而 减 小 ,也 就 是 说 ,de/di( 实 际 上 是 ae/ 
_ 9) 对 于 充分 大 的 i 是 负 的 。 为 证 明 这 一 点 ,我 们 计算 

de [b + cexp(di) ]2(ai) 一 airdexp (di) 
di Lb + cexp(di) |? 
对 于 所 有 的 正 数 i,de/di 的 分 母 是 正 的 ,分 子 可 以 改写 为 
AQ) = aciexp(di)_2 — di] + 2abi = ai{cexp(di)[2 — di] + 26}. 


4 


zi) = cexp(dz)[di — 2], 
则 有 
ACI) = ail 2b — xz (i ]. 

对 于 很 小 的 正 数 i,di 一 2 为 负 , 从 而 由 c KEMB OA. Bi 
以 ,由 a 和 5 都 是 正 的 知道 ,对 于 很 小 的 正 数 i，A4C 站 为 正 ,从 而 de/ 
di 为 正 , 函 数 e 递增 。 当 上 2/d MBER. WERK, 
z+( 让 远大 于 28, 所 以 函数 AD AA AY Be e 递减 。 这样,e 开始 时 
对 于 较 小 的 正 数 ; 呈 递 增 状态 , 某 点 之 后 又 呈 递 减 状态 。 特 别 地， 
它 的 确 具 有 后 面 这 个 所 希望 的 性 质 。 

为 更 好 地 理解 e SE i 的 图 像 ,我 们 需要 了 解 当 i 取 “ 中 介 ” 值 时 
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e 会 怎么 样 。 考 虑 dz/dz 名 名 简单 的 计算 得 
dz _ cdexp(di)[di — 2] + cdexp(di) 
或 l 
g = cdexp(di)[di — 1]. (32) 


因此 , 当 i<1/d 时 ,zx 是 :的 递减 本 数 ; 当 :1 时 ,x 是 :的 递增 
函数 。 因 为 (开始 时 小 于 22, 最 终 又 大 于 265, 所 以 肯定 有 一 点 i 
使 c(i) 5 2b 相交 。( 见 图 11.7) 再 由 xO0 在 i 二 io 处 单调 上 升 得 知 ， 
in 必然 大 于 1/d. 因此 , 当 i 宇 io 时 ,zx 人 站 递增 ,从 而 对 于 > ior) 
大 于 2b. 从 这 些 讨论 我 们 知道 
AQ) = ail26 — xi) | 
当 iio 时 为 正 ; 当 i 二 io 时 为 0; 当 
i> 时 为 负 。 所 以 曲线 e(B,i,7) 
与 图 11.6 所 示 的 Ivlev 的 数据 很 
相 象 , 且 至 少 达 到 了 这 样 一 种 程 
度 ,这 就 是 曲线 先 上 升 一 段 时 间 ， 
再 达到 唯一 的 顶峰 ,然后 再 下 降 。 
至 少 在 泛泛 的 定性 意义 上 ， 该 模型 11.7 
跟 Ivlev 的 数据 是 吻合 的 。 
我 们 争取 从 这 个 模 e 


型 作 一 些 额 外 的 预言 。 at | 
首先 ,由 1Hospital 法 则 ¥ 
知道 , 当 i 变 大 时 ,e 趋 | 


猎物 的 尺度 
向 于 0. 所 以 直线 i=0 aque 
是 函数 e 的 渐 近 线 。 我 
们 不 准备 讨论 曲线 的 四 性 ,因为 这 对 于 预言 或 许 并 不 非常 重要 。e 
关于 i 的 曲线 或 多 或 少 有 点 像 图 11.8 的 曲线 。 
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让 8 和 i 固定 ,7 
变化 ,我 们 来 考虑 eCB， 
ier). 从 30) 显然 可 见 ， 
e për 的 增 大 而 减 小 ,这 
是 很 自然 的 : MRE 
者 和 猎物 的 大 小 固定 ， 
那么 追击 延续 的 时 间 越 
长 ,所 用 的 能 量 就 越 多 。 这 样 , 当 B 固定 时 ,对 于 不 同 的 i, 由 函数 
e 得 到 的 一 族 曲 线 很 像 图 11, 9 所 示 的 那样 。 这 些 曲 线 相隔 多 远 
E? 如 果 一 捕食 者 是 “高 效 的 追击 者 ”一 一 或 者 由 于 他 跑 得 很 快 (v 
很 大 ) 或 者 由 于 “追击 成 本 ”很 小 , 则 预期 这 族 曲 线 相隔 较 近 。 另 一 
方面 ,对 于 低 效 的 追击 者 ,由 于 它们 在 追击 过 程 中 损失 许多 能 量 ， 
预期 这 些 曲 线 相 隔 较 远 。 例 子 见 图 11. 10(a) 和 (b). 





图 11.9 





eo ey 


11-10 


如 果 我 们 假定 根据 e 来 选择 猎物 ,那么 一 种 粗糙 的 办 法 就 是 ， 
选择 距离 为 > ADA DA CWS ARS Bi RAK tb 
如 大 于 某 量 eo. eo 这 个 量 是 某 个 临界 值 , 可 能 会 随 食物 量 的 变化 而 
变化 。 在 4.7 节 我 们 将 证 明 , 在 几 个 额外 的 合理 假设 之 下 ,必然 要 
按照 某 个 临界 值 来 选择 。 从 图 上 看 ,猎物 被 俘 当 且 仅 当 相 应 的 。 
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(8,i,7) 位 于 高 为 eo 的 水 平 线 之 上 方 , 如 图 11. 10 所 示 。 我 们 看 一 
下 两 类 捕食 者 所 选择 的 不 同 食物 种 。 高 效 追 击 者 (图 11. 10((a)) 
所 选 拌 的 猎物 距离 范围 较 大 (直线 eH eo 与 更 多 的 记 曲 线 相交 )， 
而 体 长 范围 较 小 (直线 e=e 与 一 曲 线 相 交 处 : 值 的 范围 较 小 ) 。 低 
” 效 追 击 者 却 相反 。” 通 过 类 似 的 推理 得 知 高 效 追 击 者 应 有 较 大 的 
活动 范围 ，” 也 就 是 为 猎取 食物 而 走 过 的 最 大 路 程 比 低 效 追击 者 
长 ,但 其 猎物 尺度 范围 要 小 一 些 ,也 就 是 所 捕猎 的 猎物 的 最 大 尺度 
要 小 一 些 。 这 些 预 言 是 Schoener'**! 作出 的 , 除 他 之 外 还 有 
MacArthur 和 Levins}, MacArthur 和 Piankat?*5] 以 及 Rosen- 
zweig5， 我 们 可 以 用 另 一 种 方式 叙述 这 些 预言 :具有 最 大 活动 范 
围 的 物种 ,其 猎物 尺度 最 小 ;具有 最 小 活动 范围 的 物种 , 其 猎物 尺 
度 范围 一 定 最 大 ,注意 从 3. 2 节 讨 论 过 的 意义 上 说 ,这 些 预 言 都 是 
纯 定性 的 ,但 很 精确 ,可 用 数据 来 检验 。 下 一 节 我 们 把 第 二 个 预言 
与 数据 作 比 较 。 | 

在 研究 数据 之 前 ,我 们 再 作 一 个 预言 。 随 着 食物 量 的 相对 增 
加 ,临界 值 。 会 增 大 一 一 捕食 者 “有 力量 ?捕获 更 为 能 量 有 效 的 物 
种 ,原因 是 能 得 到 的 这 种 食物 增多 了 。 鉴 于 此 ,捕食 者 的 活动 范围 
变 小 ,猎物 尺度 范围 也 是 如 此 ,由 于 高 效 追 击 者 的 曲线 比 低 效 追 击 
者 更 为 紧凑 ,所 以 当 食物 量变 化 时 ,高 效 追 击 者 活动 范围 的 变化 各 
度 ( 相 对 说 来 ) 比 低 效 追 击 者 大 。 另 一 方面 ,高 效 追 击 者 猎物 尺度 范 
围 的 变化 程度 比 低 效 追击 者 小 。( 从 图 上 看 就 是 : 如 把 直线 e=e, 
稍 向 上 移动 一 点 , 则 它 使 追击 者 走 过 之 路 程 ~ 的 最 大 尺度 产生 变 
化 , 且 高 效 追 击 者 的 这 种 变化 相对 说 来 比 低 效 追 击 者 更 为 剧烈 。 另 
一 方面 ,直线 的 移动 使 追击 者 吃 掉 的 食物 的 最 大 尺度 i 产生 变化 ， 
且 低 效 追 击 者 的 这 种 变化 相对 说 来 比 高 效 追 击 者 更 为 剧烈 。) 换 名 


我 们 的 推理 含有 -个 微妙 的 雇 误 。 以 后 在 4. 8. 3 节 要 把 它 提出 来 。 
aiT 这 个 概念 ,用 “范围 这 个 词 或 洗 不 是 很 恰当 ,但 为 与 文献 统 -起 见 ,我 们 还 
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话说 ,活动 范围 相对 变动 最 大 的 物种 ,其 猎物 尺度 范围 的 相对 变动 
最 小 ;活动 范围 相对 变动 最 小 的 物种 ,其 猎物 尺度 范围 的 相对 变动 
最 大 。 下 一 节 我 们 要 使 这 些 预 言 变 得 更 为 明确 ,同时 也 研究 一 些 数 
据 。 


1.5 有 关 活 动 范围 之 预言 的 检验 


K 2 对 几 种 北美 猛禽 列 出 了 体重 、 活 动 范围 和 猎物 斥 度 范围 
等 数据 。 ”可惜 关于 尺度 范围 的 数据 是 用 重量 而 不 是 用 长 度 来 表 
示 的 ,但 我 们 还 是 要 采用 这 种 数据 ,因为 长 度 是 重量 的 递增 销 数 ， 
预计 有 类 似 的 定性 特征 。 观 察 次 数 显示 在 标 有 N 的 那 一 列 , 平 均 
活动 范围 和 平均 猎物 尺度 范围 在 标 有 M 的 那 一 列 。 表 中 某 些 猜 物 
天 度 范围 尚 还 欠缺 ,所 以 是 不 完全 的 ,但 在 那些 两 方面 数据 都 具备 
的 乌 中 , 华 属 猛禽 确实 既 具 有 最 大 的 平均 活动 范围 (0. 78) 又 具有 
最 小 的 平均 猎物 尺度 范围 (84. 4). 不 幸 的 是 ,具有 最 小 平均 活动 
范围 的 猛禽 , 即 移 属 猎头 庆 并 不 具有 最 大 平均 猎物 尺度 范围 .这 样 
一 些 比较 所 以 没有 多 大 意义 ,一 个 理由 就 是 我 们 的 预 育 是 在 身体 
REB 固定 ,从 而 体重 固定 的 假设 下 推导 出 来 的 ,但 在 表 2 的 四 
种 鸟 中 ,任何 两 种 鸟 的 体重 均 不 相同 ,虽然 所 测 的 是 活动 范围 和 猎 
物 尺度 范围 , 倘 阁 我 们 对 两 种 红 尾 萄 , 即 密 西 根 变种 各 怀俄明 变种 
都 已 获得 猎物 尺度 范围 的 数据 ,那么 预言 就 可 以 检验 了 ,因为 这 两 
种 鸟 具有 相同 的 重量 ,这 说 明了 建 模 中 的 一 个 共同 问题 , 即 数据 往 
往 不 以 所 要 的 形式 出 现 。 或 者 根本 得 不 到 。 

当 研 究 这 些 数据 时 ,尽管 我 们 认识 到 它们 有 时 并 不 以 检验 预 
言 所 需 的 形式 出 现 , 但 我 们 还 是 回 到 上 一 节 作 出 的 最 后 一 个 预言 ， 
也 就 是 高 效 追 击 者 活动 范围 的 相对 变 差 比 低 效 追击 者 大 ;而 猎物 
矿 度 范 国 的 相对 变 差 比 低 效 追击 者 小 ,为 检验 这 个 预言 ,我 们 得 进 


* Ua SR ATTA Ay RTT. TSE AR AD A ES. HE nS HE SE. 





一 步 明 确 相对 变 差 "的 含意 。 


表 2 一 些 北 美 猛禽 活动 范围 和 猎物 尺度 范围 的 观察 次 数 (N)、 
平均 值 (N)、 标 准 变 差 (SD) 和 变 差 系数 (CV 二 100SD/M)* 
k 活动 范围 猪 物 尺 度 范 围 
物种 《平方 英里 》 ( 克 】 
GH) N M SD cr N M SD Cv 





FACER 6525 37 0.23 0.13 59 27 759 589 78 
HREN) 1126 5 1.64 035 21 
ey BECHARA) 1126 8 0.73 035 48 7 $3025 1786 59 
1i CE RD 470 15 0.77 0.64 83 1l 1135 142 13 
WER 14 1 0.78 0.50 64 8 84.4 63.2 75 
HRA ECARD 988 4 112 057 51 


* 由 了 C. Craighead #1 F.C. Craighead[9] 的 数据 经 计算 而 得 。 有 关 密 西根 猛禽 的 
数据 系 多 年 积聚 而 得 。 食 物 尺度 范围 的 数据 基于 对 不 同 鸟巢 的 记录 。 每 个 乌 嫩 看 成 为 
一 次 观察 。 昆 虫 不 包括 在 内 。 资 料 摘自 Schoener 的 [36],290 W. 


表 3 


CB a) 1.7 2.0 2.1 1.9 2.5 
S (Ra) 320,000 281.600 390,400 281,600 





在 表 2 标 有 SD 的 那 一 列 中 ,我 们 列 出 了 乌 禽 活动 范围 和 猎 
物 扩 度 范围 的 标准 变 差 ,如 果 这 两 个 变量 的 平均 值 差异 很 大 , 则 单 
$ SD 尚 不 能 准确 地 测 出 可 供 相互 比较 的 变 差 。 举 个 例子 来 说 , 假 
定 我 们 计算 了 鼠 和 象 的 重量 , 如 表 3 所 示 。 鼠 的 平均 重量 为 2. 04 
盘 司 ,标准 变 差 为 0. 2966 Beri}. RAPP HB BH 318,400 zen]. bp 
准 变 差 为 51300 移 司 。 象 重量 的 变动 程度 是 不 是 比 鼠 更 大 呢 ? 这 





378 


是 个 很 难 回 答 的 问题 。 标 准 变 差 是 大 一 些 , 不 过 ,如 以 单位 吨 计 象 
的 重量 , 则 所 得 变 差 比 51,300 小 ,这 时 平均 重量 为 9. 95, 标 准 变 
差 为 1. 603. 因此 ,只 需 使 用 大 一 点 的 数 , 变 差 就 会 变 大 ,即使 在 变 
差 与 原 数 相 比 之 下 很 小 时 也 是 如 此 。 为 解决 这 个 问题 ,统计 学 家 们 
定义 了 变 差 系数 CY ,用 以 测量 相对 离散 程度 。 它 的 定义 是 

CV = 100 Xx a2. 
由 此 , 鼠 的 变 差 系数 为 


CV = 100 X 0.2966 F] ay 65%， 


2. 04 Hl 
象 的 变 差 系数 则 为 


51,300 # Al 
V = 16. . 
C 100 X 318,400 2] 16.1% 


泛泛 而 言 之 , 象 体重 的 可 变性 与 鼠 相 差 无 几 。 顺 便 提 及 ,假如 有 一 
象 的 样本 ,其 平均 重量 为 318,400, 但 标准 变 差 只 有 0. 2966 HA, 
那么 就 所 有 实用 的 目的 而 言 ,这 些 象 的 重量 都 差不多 ,此 时 象 体重 
的 可 变性 车 与 鼠 相 比 ,就 显得 很 小 了 。 (读者 应 对 此 加 以 验证 .) 另 
外 ,注意 CV 与 所 用 的 单位 无 关 , 因为 象 的 重量 若 以 吨 计 , 则 所 得 
CV {hH 100 X (1. 603/9. 95) =16.1%. 

表 2 列 出 了 活动 范围 和 猎物 尺度 范围 的 变 差 系数 ,这 里 , 若 物 
种 活动 范围 的 变 差 系数 达到 最 大 , 则 其 猎物 尺度 范围 的 变 差 系数 
达到 最 小 。 附 合 这 一 条 件 的 物种 是 鸡 广 。( 注 意 鸡 认 猫 物 尺度 范围 
的 标准 变 差 比美 洲 华 大 ,但 测量 变 差 时 重要 的 是 CV. ) 另 一 方面 ， 
在 猎物 尺度 范围 已 经 知道 的 那些 物种 中 ,活动 范围 之 变 差 系数 最 
小 的 物种 是 红 尾 父 , 而 该 物种 猎物 尺度 范围 的 变 差 系数 并 非 最 大 。 
这 里 ,我 们 也 不 过 多 地 利用 这 些 观 察 结论 ,因为 数据 不 满足 身体 尺 
度 ( 从 而 体重 ) 相 同 的 假设 。 

由 于 红 尾 区 的 密 西 根 变种 和 人 怀俄明 变种 体重 相同 ,有 关 这 两 
者 的 预言 可 以 互相 比较 。 由 活动 范围 引出 的 SD 对 于 这 两 物种 是 
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相同 的 .但 由 于 平均 活动 范围 大 不 相同 ,因而 所 表示 的 范围 变 差 也 
大 不 相同 .注意 在 这 两 者 中 , 密 西 根 鸟 禽 在 平均 活动 范围 上 要 大 得 
多 ,而 怀俄明 乌 禽 在 变 差 系数 方面 却 高 出 许多 。 对 于 活动 范围 ,我 
”和 们 的 模型 预言 ,CY MM 越 大 , 则 追击 效率 就 越 高 。 这 些 数据 显然 
表明 , 变 差 系数 越 大 ,平均 值 未 必 也 越 大 ,显然 我 们 期 望 如 此 。* 在 
4.8 节 ,我 们 还 要 回 到 有 关 活 动 范围 和 猎物 尺度 范围 的 CY 与 M 
之 间 的 关系 上 来 。 


4.6 最 佳 身体 尺度 


我 们 继续 分 析 第 四 个 模型 ,看 看 它 对 最 优 身体 尺度 能 作 什么 
_ 样 的 预言 。 先 假定 2 和 -~ 固定 ,8 变化 ,由 (30) 我 们 得 到 


Boi) = SLE BRET 
其 中 
a = k 
P =-kikar/v 
7 = k kik;exp Cki). 
所 以 
de _ (BB! + Ya — aBCAPB’) 
dB (BB! + 7)? 
_ a — 3eB8B! 
. (BBY + Y)? 
因此 ,要 使 de/d8=0, 只 要 
ay 一 3aBB' = 0, 


或 


预言 看 来 在 这 里 并 不 成 立 。 用 以 导出 此 预言 的 推理 中 有 一 微妙 的 雇 误 ,以 
示 ， a 


a RRR g 
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Bj 


4 。 
B — k,ksvexp (ki) (33) 
V 3k,r 


由 (33) 得 出 的 8 和 值 是 e 的 最 大 值 点 ,因为 从 导数 公式 容易 看 出 , 当 
B 小 于 该 值 时 ,de/dB 为 正 ;而 当 8 大 于 该 值 时 ,de/dB 为 负 。 所 
以 ,每 花费 一 个 单位 的 能 量 来 捕获 大 小 为 i 距离 为 7 的 猎物 时 得 
到 所 需 能 量 的 一 个 份额 ,而 身体 尺度 由 (33) 表 出 的 捕食 者 使 这 一 
份额 达到 最 大 。 这样 的 最 佳 身体 尺度 怎样 随 : 和 7 变化 呢 ? 由 
(33) 显然 可 见 , 当 固定, 增 大 时 ,最 佳 值 8 也 增 大 ,所 以 假如 距 
离 固定 , 则 猪 物 越 大 ,最 佳 身体 尺度 也 就 越 大 。 当 i 固定 ,> 增加 时 ， 
最 佳 值 已 减 小 。 所 以 假如 猎物 大 小 固定 , 则 距离 越 远 , 最 佳 身体 尺 
度 也 就 越 小 另外 ,追击 所 用 的 能 量 也 越 多 。) 一 般 来 说 , 如 果 多 数 
背 物 尺度 都 很 大 ,距离 又 相当 近 , 则 较 大 的 已 更 为 有 效 ,。 考虑 最 佳 
身体 尺度 关于 其 它 参 数 的 灵敏 度 也 是 有 趣 的 。 当 “追击 成 本 "k 减 
小 或 速度 v 增 大 时 ,最 佳 值 8 增 大 。 因 此 “高 效 追 击 者 ”可 能 有 较 
大 的 身体 尺度 。( 这 一 预言 可 能 有 点 误差 ,一 个 原因 是 我 们 的 模型 
并 没有 把 速度 增 大 时 捕食 者 所 加 入 的 能 量 计算 进去 。 由 于 高 速 和 
强 列 活动 的 确 要 用 去 更 多 的 能 量 , 所 以 快速 追击 者 的 最 佳 身 体 尺 
度 会 没有 这 人 么 大 。) 最 后 我 们 看 到 , 当 "处置 并 吃食 成 本 "As 增 大 时 ， 
最 佳 身 体 尺 度 也 增 大 。 

对 于 这 些 接 中 而 至 的 预言 ,作者 尚 不 知 有 没有 精确 的 检验 方 
法 。 但 作 这 样 的 检验 肯定 是 有 趣 的 。 无论 如 何 ,这 种 模型 有 助 于 我 
们 仔细 地 理 清 某 些 关系 。 

所 有 这 些 预言 都 是 让 一 个 因素 变化 ,而 把 所 有 其 它 因 素 都 固 
E. 但 至 少 就 i 和 7 而 言 ,食物 种 有 各 种 不 同 的 尺度 和 各 种 不 同 的 
距离 。 对 于 一 对 i 和 7, 某 种 身体 尺度 是 最 佳 的 ,而 对 另 一 对 不 同 的 
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it 和 7, 义 有 男 一 种 最 佳 身体 尺度 。 在 这 种 情况 下 ,怎样 预测 身体 尺 
ER? 为 回答 这 个 问题 ,我 们 得 考虑 在 捕食 者 面临 不 同 尺 度 、 不 同 
距离 的 潜在 食物 种 的 某 一 分 布 时 , 它 会 怎样 选择 食谱 ,下 一 节 我 们 
来 做 这 件 事 。 


4.7 RRA 


(BE HE ARTS EE — EE BP KT KA BS AY i 
情况 了 如 指 掌 . 为 了 用 最 少 的 能 量 获得 这 一 天 的 最 低能 量 需 求 ,* 
捕食 者 会 怎样 选择 食物 呢 ? 

列 出 食物 品种 及 其 (相对 ) 能 量 产 出 Eo/ Er 和 能 量 投 入 E- 
捕食 者 从 这 些 食 物 中 选择 了 一 组 食物 S 后 就 这 样 计 算 那 一 天 的 
相对 能 量 效率 : 

。 二 所 得 总 能 量 / 所 需 能 量 
花费 的 总 能 量 


即 
>) Eo/Ex 
| eCS) = SE, ; (34) 

其 中 和 式 下 面 的 记号 $ 表示 产 出 和 投入 只 对 集合 S 中 的 食物 品 
种 求 和 。 怎 样 选择 食物 品种 才能 满足 每 日 所 需 同时 又 使 (34) 中 的 
e(3) 尽 可 能 地 大 呢 ? 这 个 问题 已 在 Robertsc5 的 3. 2 节 作 了 相当 详 
细 的 讨论 , 那 时 它 被 称 为 整体 最 优 效 率 问 题 或 GOE 问题 的 变种 
〈 那 篇 文章 的 问题 (6))。 优 化 e(CS) 的 一 个 很 自然 的 办 法 就 是 让 捕 
食 者 贪 焚 , 此 法 源 自如 下 的 假设 :捕食 者 要 选择 具有 最 大 能 量 效率 
的 食物 种 。 在 每 个 阶段 ,他 观察 尚 存 的 食物 种 ,并 使 选择 的 食物 种 
具有 最 大 的 相对 能 量 效率 ; 





* 读者 可 能 希望 考虑 这 样 一 个 问题 ;如果 最 小 能 量 需求 按 净 能 量 Eo 一 应 来 表达 ， 
而 不 是 接 能 量 投入 Eo 表 来 表达 ,那么 这 一 节 的 讨论 会 有 什么 样 的 变化 ? 
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e — Eol Er 
Er 

(如 果 若 干 食物 种 达到 同一 最 大 值 , 则 他 选 其 中 的 任何 一 个 。) 他 继 
续 选 择 这 样 的 食物 种 ,一 直到 日 需求 量 得 到 满足 ,也 就 是 说 ,一 直 
等 到 Eo/Exn 关于 所 选 食物 种 的 和 刚刚 达到 或 超过 1 ,或 者 说 一 直 
到 Eo 关于 所 选 食物 种 的 和 刚刚 达到 或 超过 Ex 

我 们 考虑 一 个 具体 的 例子 来 说 明 贪 焚 算法 如 何 进 行 。 假 定 在 
某 24 小 时 里 ,预计 食物 种 的 分 布 大 致 (在 具有 给 定 身体 尺度 8 的 
捕食 者 看 来 ) 如 表 4 所 示 。 该 表 也 列 出 了 可 从 某 给 定 食物 种 中 获得 
的 能 量 EG() 以 及 相对 能 量 效 率 e(8,i,r). 假定 捕食 者 在 24 小 时 
里 总 的 能 量 需 求 为 Ea=En(B8) 二 500 FE, REEK Bir) hg 
食物 种 是 (12,1) 食 物种 , 即 大 小 为 12 厘米 距离 为 1 米 的 食物 种 。 
这 样 的 食物 种 有 两 个 ,应 该 先 吃 ,从 而 为 所 需 的 每 一 千 卡 能 量 提供 
了 总 数 为 2X 36/500=72/500 的 食物 能 。 下 一 个 最 有 效 的 食物 种 
是 (12,2). 这 样 的 食物 种 有 六 个 ,从 而 为 所 需 的 每 一 千 卡 提供 了 6 
X36/500 千 卡 。 所 以 到 这 里 为 止 ,所 提供 能 量 的 总 数 为 288/500. 
再 下 一 个 最 有 效 的 食物 来 源 是 食物 种 (10,1). 这 样 的 食物 种 有 12 
个 ,从 而 为 每 千 卡 所 需 的 能 量 提 供 的 总 数 为 12 X20/500 = 240/ 
500 FE. {E 288/500+ 240/500=528/500 大 于 1. 可见; 吃 掉 12 
个 (10,1) 食 物种 中 的 11 个 就 刚好 达到 足够 多 的 能 量 来 满足 需要 ， 
因为 


288 | 220 _ 508 
500 500 500° 


20 __ 200 
10 X 500 = 500° 





383 


288 , 200 _ 488 
500 500 500° 


因此 ,对 于 对 食物 分 布 情况 了 如 指 掌 的 捕食 者 ,其 贪 禁 策略 是 吃 两 
个 (12,1) 食 物种 ,6 个 (12,2) 食 物种 ,11 个 (10,1) 食 物种 。 至 于 其 
它 食 物种 ,他 就 不 吃 了 。 





表 4 
AE i 距离 x GB Eos EG) e(Byisr) 
GEH) ( 米 ) ”的 个 数 N{i,7) 
10 ] 12 20 3 
10 2 5 20 2 
10 3 1 20 1 
12 1 2 36 6 
12 2 6 36 4 
12 3 4 36 2 


并 非 所 有 的 食物 种 每 次 都 出 现 。 但 只 要 预先 知道 每 类 食物 种 
的 个 数 有 多 少 , 捕 食 者 就 可 以 计算 出 贪 丈 解 中 所 吃 (i,r) 食 物种 的 
个 数 m(i,r). 然后 利用 这 些 数 来 计算 临界 值 eo, 它 是 所 有 满足 m 
G57)40 的 Gr) 中 eCB,i,7) 的 最 小 值 . 如 果 出 现 了 一 个 类 型 为 (， 
") 的 食物 种 ,那么 只 要 e(B,i,r) 大 于 临界 值 ,而 且 捕 食 者 尚未 吃 到 
m(i,7) 个 这 样 的 食物 种 ,他 就 选择 这 一 食物 作 追 击 目标 。Schoen- 
er 把 捕食 者 说 成 有 点 “程序 化 似 地 ”按照 这 种 办 法 选择 猎物 。 当 
食物 供应 出 现 波动 时 ,食物 种 的 分 布 也 会 变化 。 根 据 Schoener 的 
说 法 , “饥饿 ”所 起 的 作用 是 改变 这 一 程序 , 它 告 诉 捕 食 者 改变 其 临 
FME e 及 其 数目 mG r). 这 一 假设 看 来 与 实际 数据 相 吻 合 。 
Holling… 业 已 说 明 ,合掌 星 螂 饥饿 时 比 将 近 饱 腹 时 要 走 过 更 长 的 
路 程 来 捕获 猎物 。 

贫 禁 策略 或 贪 禁 算 法 是 不 是 一 定 导致 食物 种 的 最 优选 择 呢 ? 
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也 就 是 说 ,是 不 是 可 以 选择 一 些 食物 种 使 所 得 e(S) 更 大 呢 ? 在 
[33j 的 3. 2 节 我 们 已 说 明 后 者 的 答案 是 肯定 的 ,例如 ,假定 表 5 是 
有 关 现 有 食物 种 的 数据 , 且 玉 = 760, 则 贪 焚 算法 表明 要 先 选 择 食 
物种 (12,2) ,再 选择 食物 种 (11,3). 但 是 ,选择 食物 种 (12,2) 和 
(10,4) 也 刚刚 满足 日 需求 量 Ex 二 760. 我 们 将 看 到 后 者 是 个 更 好 
的 解 。 其 实 , 根 据 定义 





E/E . 
Eo/ Er = e(B,i,r) 
E; 
所 以 
a Eo/ Ep 
E, = > 
eCB,i ,7) 
表 5 
AE i PE r Nir) Eo= EQ) etB,i,r) 
12 1 1 750 7.5 
11l 3 1 250 5.0 
10 . 4 1 10 1.0 


因此 , 表 5 中 食物 种 的 能 量 投入 如 下 表 所 示 


食物 种 Er 

(12,2) 0. 132 
(11,3) 0. 066 
(10,4) 0.013 


从 而 贪 禁 解 S=(12,2),01153) 4 


750/760 十 250/760 
0.132 + 0. 066 


而 了 二 {(12,2),(10,4)} 的 


e(S) = me 6.65 
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_ 750/760 + 10/760 _ 
e(S) = oTa 40.013. ~~ >? 


(本 例 取 自 Roberts[L33] 表 4 的 一 个 例子 。) 

Roberts[L33]3. 2 节 证 明 , 这 种 贪 禁 算 法 有 时 会 达到 GOE 问题 
(的 变种 ) 的 最 优 解 , 即 所 选择 的 食物 种 使 (34) 的 e(S) 达 到 最 大 ; 
有 时 也 达 不 到 。 但 是 他 又 辨 论 道 ,利用 这 种 方法 是 很 自然 的 ,比如 
在 有 关 投 资 的 决策 中 ,我 们 或 许 会 利用 这 种 算法 的 变种 。 因 此 , 尽 
管 这 不 是 最 好 的 办 法 ,但 在 建立 找 述 性 行为 模型 时 ,由 于 要 对 动物 
的 行为 加 以 描述 ,我 们 假定 它 的 确 使 用 这 种 方法 并 非 不 合理 。( 倘 
若 建立 的 是 传统 模型 ,也 就 是 要 说 明 动 物 的 行为 应 该 是 什么 样 的 
模型 , 那 就 得 为 这 种 方法 担心 了 .) 所 以 ,我 们 以 后 假定 纯 追 击 者 利 
用 仿 焚 算法 。 

在 结束 这 一 章 之 前 我 们 说 明 一 下 ,我 们 所 作 的 几 个 假设 单独 
看 起 来 都 是 合理 的 ,但 把 它们 结合 起 来 看 就 有 点 奇特 了 ,我 们 假定 
捕食 者 有 办 法 “知道 "将 来 的 食物 分 布 情 况 , 但 他 所 知道 的 还 不 能 
多 到 足以 使 他 避 开 那些 并 不 始终 达到 最 优 总 能 量 效率 的 方法 。 相 
反 , 他 会 觉得 实际 使 用 时 贪 禁 算法 较为 容易 。 其 理由 或 许 是 他 并 不 
实际 UTE” 5) AA TAR» TT EE EB“ 获悉” 该 用 哪个 量 级 的 ee Al rm 
(7) 才 能 在 利用 贪 栖 法 的 情况 下 尽 可 能 地 有 效 。 


4.8 用 贪 禁 算法 作 进 一 步 的 预言 
计算 机 模拟 和 有 关 食 物 分 布 的 假设 


当 模 型 象 前 述 模 型 那么 复杂 时 ,用 计算 机 模型 有 时 可 以 更 好 
地 理解 其 细节 ,特别 地 ,利用 这 种 方法 可 使 我 们 更 清楚 地 看 到 能 量 
效率 模型 的 各 种 预言 ,而 且 还 可 以 作出 新 的 预言 .计算 机 模拟 方法 
是 这 样 的 :对 于 选 定 的 参数 和 到 ,vv 以 及 变量 B, 可 以 算出 (7)、 
Ee BOM eB AH. 利用 贪 丈 算法 又 可 算出 选 自 某 群体 、 类 型 
AIG) AID PE mor). 由 mCi,r) 可 进而 算出 所 选 食物 种 的 » 
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的 平均 值 和 最 大 值 i 的 平均 值 和 最 大 值 \r 的 变 差 系数 、i 的 变 差 
系数 等 量 值 。 在 上 一 节 的 那个 例子 里 ， 
m(12.,1) = 2 
m(12,2) = 6 
m(10,1) = 11 
mi r=0, HEeG,,r). 
所 选 猿 物 的 平均 距离 为 
2X1+6x2411X1 
-= 19 
距离 的 标准 变 差 为 


fe2xerex 2411 12 — 19X (25/19)? 
Ee BR 0, 4B. 
19— 1 
距离 的 变 差 系数 为 
0. 48 


100 X 13 = 37%. 


” ”有 了 这 些 数 据 ,我 们 可 以 更 好 地 理解 有 关 这 些 数据 与 参数 或 
变量 之 间 相 互 关 系 的 种 种 预言 ,例如 追击 者 日 趋 有 效 这 一 预言 , 它 
说 的 是 , 当 &; 减 小 或 v 增 大 时 ,r 的 最 大 值 (活动 范围 ) 将 增加 ,而 :i 
的 最 大 值 ( 猫 物 尺度 范围 ) 将 减 小 。 这 是 我 们 在 4.5 节 研 究 过 的 有 
关 高 效 追 击 者 和 低 效 妃 击 者 的 预言 ,另外 ,这 些 预言 与 有 关 数 据 一 
起 还 有 助 于 估计 出 模型 的 参数 。 

作 计 算 机 模拟 所 需要 的 就 是 要 有 象 上 一 节 那 样 的 例子 ,也 就 
是 要 有 样本 群体 数 ,或 诸 (i,7) 食 物 类 的 食物 个 数 N(i,r). 本 节 我 
们 讨论 如 何 产生 这 样 的 群体 数 ,以 供 计算 机 模拟 之 用 。 之 后 我 们 给 
出 具有 这 种 群体 数 的 一 个 例子 ,并 对 它 进 行 一 些 运算 。 有 关 产 生 群 
体 数 的 讨论 均 严 格 遵照 Schoener Ag ERR. 

4.8.1 距离 给 定时 的 食物 量 

作为 开始 ,我 们 很 自然 地 假定 ,在 较 长 的 一 段 时 间 里 , 比如 一 
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天 ,食物 种 在 所 论 区 域 上 均匀 分 布 .为 便于 计 
算 机 模拟 ,我 们 要 离散 地 选择 距离 ,比如 选择 
整数 值 。 为 此 可 以 这 样 来 做 :假定 D 是 食物 
种 的 密度 , 即 在 一 天 时 间 里 每 单位 区 域 出 现 
的 食物 种 总 数 。 在 半径 为 bp 的 圆 盘 内 出 现 的 
这 种 食物 种 的 个 数 为 roD. 我 们 考虑 离 所 
论 区 域 中 心 (捕食 者 的 休息 处 或 监视 点 ) 的 距 
离 介 于 ~ 一 1 和 r 之 间 的 所 有 之 点 。 这 些 点 都 落 在 这 样 一 个 圆 环 ， 
其 边界 是 以 > 一 1 Mr 为 半径 的 圆周 ,( 见 图 11.11.) 出 现在 这 圆 环 
里 的 食物 种 个 数 为 
N(r) = rD — rir — 1)D 





图 11. 11 


或 

N(r) 一 rDC2r — 1) (35) 
这 个 数 可 用 作 距 离 r 处 食物 种 数量 的 估 值 。 我 们 通常 对 7 的 一 些 
“合理 的 ”整数 值 进行 运算 ,比如 7 二 1,2,…,10. 或 者 用 公式 (35)， 
以 便 能 用 贪 禁 算 法 求 出 最 优 解 。 

由 此 ,可 以 把 4. 4 节 末 尾 关 于 食物 量 的 讨论 说 得 更 为 明确 。 如 
FD 增 大 (食物 变 丰 富 ), 则 co (被 食物 种 能 量 效率 的 邻 界 值 ) 必 
然 增 大 ,从 而 活动 范围 和 猎物 尺度 范围 必然 碱 小 。 

注 * ”假如 我 们 利用 7 一 1/2 和 7r 十 1/2 之 间 的 圆 环 , 则 算得 的 
r 处 食物 种 数目 要 稍微 精确 一 些 , 为 说 明 这 一 点 ,我 们 证 明 : 对 于 4a 
之 1, 距 离 介 于 d 一 1 Ald 之 闻 的 所 有 食物 种 离开 中 心 的 平均 距离 
介 于 d 一 1/2 和 4d 一 1/3 之 间 , 而 且 当 4 无 限 增 大 时 趋 于 d 一 1/2. 
所 以 宽度 为 1 的 圆 环 里 的 食物 种 离开 中 心 的 平均 距离 接近 于 环 内 
各 食物 种 离开 中 心 之 距离 的 中 点 。 因 此 , 至 少 对 适当 大 的 + 而 言 ， 


* 这 一 注解 可 以 省 去 不 读 .。 不 过 在 这 种 情况 下 ,读者 应 该 直接 转向 4. 8. 2 节 。 要 看 
履 这 里 的 证 明 ,读者 应 熟悉 连续 概率 密度 酒 数 。- 
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距离 + 处 的 食物 种 数目 可 用 介 于 7 一 1/2 和 + 十 1/2 之 间 的 圆 环 来 
估计 ,而 在 这 里 的 食物 种 数目 可 计算 出 来 为 (根据 等 式 (357)) 
rD[L2Cr 十 1/2) — 1] = 2xDr. 

这 就 是 距离 处 食物 种 数目 的 估算 值 , 它 比 (35) 更 为 精确 。 

为 证 明 有 关 平 均 距 离 的 论断 ,假定 所 有 的 食物 种 都 含 在 半径 
为 4 的 贺 内 。 于 是 某 食 物种 出 现在 半径 为 a 的 圆 内 的 概率 为 

Fed) = ZEP 4. 
AD 万 Æ 
与 这 一 渐 增 分 布 肖 数 相对 应 的 概率 密度 函数 是 
fid) = F' (d) = 2d / 2. 

因此 ,如 果 一 食物 种 处 于 d—1 A d 之 间 所 成 的 区 间 里 , 则 它 离开 
中 心 的 期 望 距离 为 





a 
es = 二 | sf(s)ds, 


其 中 ps 是 食物 种 处 于 d 一 1 Ad 之 间 所 成 区 间 的 概率 。 根据 前 面 
的 计算 ,该 区 间 的 食物 种 数目 为 xD(2d 一 1), 故 
“Dl(2d—1)_2d—l 

















Pa = ræ D A? 
因此 
e A’ | 25 4 
a 2d - 1a. a 
A? d 25? 
— 2d 一 TA sad 
_4 1 3 
— 3 od — Ls J 
= É zg (3d? — 3d + 1] 
4 Foyle’ — 3d+1] 
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— 1 
d — 1/2 





[d? — d + 1/3] 


= Taal ¢ 一 1/2} + 5] 


o 1 

=d 1/2 + tog =e 
因为 d= 1. AR 1/1 2d—6)3X—W PF 0 与 1/6 之 间 , 从 而 es 介 
Fd—1/2Md-1/3 之 间 。 当 4 变 大 时 ， 

es — (d — 1/2) = 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 。 

4.8.2 食物 尺度 的 分 布 

食物 种 关于 尺度 并 非 均匀 分 布 。Schoener 和 Janzen?” 的 数据 
表明 食物 尺度 服从 对 数 正 态 分 布 。 我 们 说 变量 i 服从 均值 为 x 标 
准 变 差 为 o 的 对 数 正 态 分 布 是 指 ini 服从 均值 为 ap, 标准 变 差 为 
o 的 正 态 分 布 。 为 便于 计算 机 模拟 ;我们 要 离散 地 选择 食物 尺度 ， 
比如 只 选 整 数值 。 我 们 将 看 到 如 何 由 对 数 正 态 分 布 得 到 食物 斥 度 
的 这 样 一 种 分 布 。 

首先 ,我 们 把 定义 对 数 正 态 分 布 所 需 的 两 个 参数 ,均值 x 和 
标准 变 差 o 固定 下 来 。Schoener 和 Janzen 列 出 了 从 现实 食物 种 分 
布 中 得 来 的 这 些 参数 的 种 种 数值 。 假 定 我 们 已 计算 出 距离 7 处 食 
物种 的 数目 N(x) ,比如 说 用 的 是 前 一 小 节 的 方法 。 在 计算 机 模拟 
中 ,尺度 为 i 的 那 部 分 食物 种 所 占 的 比例 可 用 尺度 介 于 i 一 1/2 和 i 
十 1/2 之 间 的 那些 食物 种 所 占 的 比例 来 代替 。 要 计算 这 一 比例 Pi. 
只 要 利用 正 态 分 布 表 并 计算 均值 为 iny, 标 准 变 差 为 o 的 正 态 随机 
变量 落 在 ln(i 一 1/2) 与 in(i 十 1/2) 之 间 的 概率 即 可 .说 得 更 明确 一 
点 ;我 们 要 在 标准 正 态 分 布 (均值 为 0, 标准 变 差 为 1) 表 中 查找 标 
准 正 态 随机 变量 落 在 

mG — 1/2) — Iny lng + 1/2) — Ing 
o o 


> 0, 





ii 
12d 一 6 
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ZB ADEE. REA i RHEE ASX Te BR LA BB r 处 
的 食物 种 数目 即 得 (i,7) 食 物种 的 数目 NG.r), Bll 
NCO,r) = PN Cr). 

N(i,r) 可 由 四 舍 五 入 取 整 而 得 。( 这 种 方法 要 假定 在 给 定 距离 处 ， 
食物 尺度 的 分 布 与 距离 无 关 , 这 个 假设 并 非 不 合理 .) 

举 个 例子 来 说 ,假定 D=1,4=10,0~0. 5. 由 等 式 (35) ,距离 
r=10 处 的 食物 种 数目 为 

N(10) = aD(2r 一 1) = 19% = 59. 7. 

尺度 为 i= 2 的 食物 种 所 占 的 比例 可 这 样 来 求 : 算 出 标准 正 态 随机 
变量 介 于 


In(2 — 1/2) 一 ln10 ince + 1/2) 一 ln10 
0.5 > 0.5 


即 介 于 
一 3.79 与 一 2.77 
之 间 的 概率 ,这 一 概率 等 于 ?二 0.003, 所 以 类 型 为 (i,r)== (2,10) 
的 食物 种 介 数 为 
NI2,10) = p,N(10) = 0.003 X 59.7 = 0.18, 

经 四 舍 五 人 取 整 即 得 0. 

计算 一 下 得 加 以 考虑 的 i 的 取 值 范围 是 很 有 意思 的 。 鉴 于 四 
会 五 人 取 整 这 一 过 程 ,我 们 要 求 i 使 得 N(i,r) 至 少 达 到 0.5, 也 就 
是 

p: X Dr — 1) 20.5 

如 果 r= RESIS r 的 最 大 值 , 则 要 求 满足 的 是 


0.5 
friDGRTTD 7$ 


如 有 果 我 们 把 那些 超出 其 界限 就 使 对 数 正 态 分 布 的 两 个 尾巴 都 小 于 
4 的 i 除去 ,那么 就 求 出 了 所 有 这 样 的 i. 换言之 ,选取 整数 i 使 得 
当 | 
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la; — 1/2) — lng 加 
一 一 一 一 一 一 = 
时 ,标准 正 态 随机 变量 小 于 & 的 概率 小 于 4 于 是 ,任何 使 得 <i 

的 整数 都 一 定 满足 pi. 同样 ,如 选择 zi 使 得 当 
lIn Ciy + 1/2) 一 Ing — 
= 
时 ,标准 正 态 随机 变量 大 于 / 的 概率 小 于 入, 则 当时 有 pi. 

由 上 述 等 式 , 我 们 有 
i, = 1/2 + exp[ok + Ing] 


k 


l 


iy = — 1/2 + exp[el + Ing] 
在 现在 这 个 例子 里 ,mw 王 10,o 一 0.5,D=1. 假定 R=10, 则 
A= a = 0. 008 
所 以 
一 一 2.41 
1 = 2.41 
故 


i = 3. 50 ,必须 看 作 3 
iy = 32. 87, 必须 看 作 33 
因此 ,i 介 于 3 和 33 之 间 的 所 有 数值 包括 了 所 需 的 各 种 情况 。 (这 
就 是 为 什么 上 面 用 一 2 计算 时 得 到 0. 003 这 么 低 的 概率 。) 
4.8.3 样本 模拟 
本 节 我 们 作 一 个 样本 模拟 。 要 检验 的 是 4.4 节 里 有 关 活 动 范 
围 的 某 些 预言 .特别 地 ,我 们 来 检验 食物 密度 的 变化 会 怎样 影响 走 
过 的 距离 以 及 被 食物 种 的 尺度 ,同时 还 要 看 看 捕食 者 速度 的 变化 
会 怎样 影响 这 些 数值 。 我 们 从 尺度 固定 为 8=1 的 捕食 者 开始 。 为 
便于 讨论 ,我 们 对 参数 选 值 如 下 : 
k, = 500,k, = 1,k; = 1/500,k, = 1/500,4, = 0.01.4, = 1 
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下 面 考虑 wv 的 两 个 值 =l 和 v=2, 以 便于 作 比 较 。 
表 6 满足 r=5,o= 0.5 的 对 数 正 态 随机 变量 
处 于 i 一 1/2 与 i 十 1/2 之 间 的 概率 p 


i Pi 
<1 0 
1 0. 0080 
2 0. 0743 
3 0. 1566 
4 0.1779 
5 0. 1585 
6 0. 1232 
7 0. 0925 
8 Q. 0644 
9 0.0443 
19 0. 0309 
11 D. 0219 
12 0. 0139 
13 0. 0103 
l4 0. 0067 
15 0. 0047 
16 0. 0035 
17 0. 0024 
>17 0. 0060 


先 考 虑 距离 7 二 1,2,…,10 处 的 猎物 ,并 令 D=1. 我 们 同样 
选取 x 二 5,c==0.5. 由 这 些 值 ,再 用 上 节 末 尾 的 方 算得 Sli = 
17. 事实 将 表明 ,其 余 参 数 一 旦 选 定 ,在 任何 情况 下 我 们 就 都 不 必 
考虑 i 范围 的 下 端 部 分 ,也 不 必 考 虑 7 范围 的 上 端 部 分 。 

选 定 所 有 的 参数 之 后 ,我 们 来 计算 表 6 中 的 pi, 表 ? 中 的 入 
Cor AVES 8 中 的 e(B,i,7). 读者 或 许 想 检 验 某 些 计算 结果 的 正确 
PE. WR e 由 1 变 为 2, 则 e(B,i,7) 的 值 也 发 生变 化 ,新 的 值 如 类 9 


_ 
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所 示 。 D 的 值 也 可 加 以 改变 ,如 将 也 乘 以 d, 则 结果 只 是 把 NG,7) 
FEA d. 我 们 除了 考虑 D=1 之 外 ,也 要 考虑 D=2 和 DD=4 的 情 
形 。( 当 然 , 对 于 大 一 些 的 DD, 可 能 得 考虑 更 大 范围 的 i. 事实 表明 ， 
其 余 参 数 如 果 像 上 面 那样 选择 , 则 除了 所 示 计 算 结果 中 的 那些 ; 
之 外 ,不 再 需要 其 它 / T.) 
表 7 在 食物 密度 了 =1、 对 数 正 态 分 布 的 参数 为 /二 5， 
o=0.5 的 情况 下 类 型 为 Cr) 的 猎物 数 ， 














1 0. 0.18 0.23 0.28 0.33 0.38 0.43 0.48 
2 0. 1.63 210 2.57 3.03 3.50 3.97 4.43 
3 1. 3.44 4.43 5.41 6.40 7.38 8.36 9.35 
4 1. 3.91 5.03 6.15 7.27 8.38 9.50 10.62 
5 1. 3.49 4,48 5.48 6.47 7.47 8.47 9.46 
6 {0.39 l 2.71 348 4.26 5.03 5.81 6.58 7.35 
7 10,29 0.87 1.45 2.03 2,62 3.20 3.78 4.36 4.94 5.52 
8 | 0.20 0.61 1.01 1.42 182 2.23 2,63 3.03 3.44 3.34 
9 0.14 0.42 0.70 0.97 125 1.53 1.81 209 2.37 2.64 
10 | 0.10 0.29 0.49 0.68 0.87 1.07 1.26 1.46 1.65 1.84 
11 [0.07 0.21 0.34 0.48 0.62 0.76 0.89 1.03 1.17 1.31 
12 | 0.04 6.13 0.22 0.31 0.39 0.48 0.57 0.66 0.74 0.83 
13 | 0.03 0.10 0.16 0.23 0.29 0.36 0.42 0.49 0.55 0.81 
14 10,02 0.06 0.11 0.15 0.19 0.23 0.27 0.32 0.36 0.40 
15 | 0.01 0.04 0.07 0.10 6.13 0.16 0.19 6.22 0.25 0.28 
16 |0.01 0.03 0.05 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.19 0.21 
17 | 0.01 0.02 0.04 0.05 0.07 0.08 0.10 6.11 0.13 0.14 

>17] 0.02 0.06 0.09 0.13 0.17 0.2) 0.25 0.28 0.32 0.36 








* Nm) 必须 四 舍 五 人 取 整 。 如 果 D= dR ITE d 再 取 整 。 


* x* 这 里 将 其 写成 三 位 小 数 ,原因 如 下 : 如 写成 0. 50, 则 四 会 五 入 后 得 猎物 数 为 1; 
而 写成 0.498, 经 四 会 五 和 所 得 猎物 数 为 0. 
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AB ft. B=1,k =500, k= 1 ,k;=1/500 ,k=1/500, 
k; =0. 01 s= lv=l 的 情况 下 e( ion) tAE 





Ay k,=500,B=1,4K 
en(B) = kB = 500 


以 ext8) 的 这 个 值 为 需求 量 , 我 们 对 D 和 w 的 每 一 选择 都 执行 仿 
禁 算 法 。 这 一 算法 在 每 种 情况 下 的 结果 如 表 10 所 示 , 其 中 在 达到 
ex(8) 之 前 所 选 的 食物 种 依 被 选中 的 次 序 排列 ,一 些 结论 性 的 数据 
已 包含 在 表 11. 读者 将 会 看 到 ,如 果 v 固定 , 则 活动 范围 R, 和 猎 
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表 9 在 v=2 的 情况 下 表 8 中 eltB,i,7) 的 修正 值 








1 1.90 0.97 0.65 6.49 0.40 0.33 0.28 0.25 0.22 0.20 
2 6.97 3.72 2.54 1.93 1.55 1.30 1.12 0.98 0.87 0.79 
3 512.84 7.49 5.29 4.09 3.33 2.81 2.43 2.14 1.91 1.73 
{ {15.30 10.35 7.82 6.28 5.25 4.51 3.95 3.52 3.17 2.88 
5 112.60 10.06 8.38 7.18 6.27 5.58 5.02 4.56 4.18 3.86 
6 7.94 7,15 6.50 5.97 5.51 5.12 4.78 4.48 4.22 3.98 
7 4.27 4,09 3,93 3.78 3.64 3.51 3.39 3.27 3.17 3.07 
8 2.11 2.08 2,04 2.01 1.98 1.95 1.92 1.89 1.87 1.84 
9 0.99 0.99 0.98 0.98 0.97 0.96 0.96 0.95 0.95 0.94 
10 (0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.45 0.44 0.44 
11 | 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 0.20 
12 10.09 0.09 0.09 0.09 0.09 0,09 0.09 90.09 0,09 0.09 
1310.04 0,04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0, 04 0.04 0, O4 
14 | 0,02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0. 02 0.02 0.02 0.02 
15 |0.01 0.01 0.01 90.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0,01 





物 尺 度 范 围 R; 都 随 D 的 增加 而 减 小 ( 非 增 ) ,我 们 前 面 也 是 
这 样 预言 的 。 例 如 ,对 于 v=1 ,活动 范围 ( 走 过 的 最 大 路 程 ), 从 己 
一 1 时 的 5 下 降 到 C=2 时 的 3 再 下 降 到 局 =4 时 的 2. 同时 ,对 于 
固定 的 忆 可 以 预言 : 当 追 击 者 的 效率 增 大 (v 增 大 ) 时 ,活动 范围 增 
大 ( 非 降 ) ,猎物 尺度 范围 减 小 ( 非 增 );。 表 11 的 数据 也 支持 这 一 预 


Til 


假定 我 们 在 三 个 不 同 的 日 期 对 某 只 有 给 定 速度 的 捕食 者 进行 
观察 。 在 每 一 天 ,食物 尺度 都 服从 均值 为 5、 标准 变 差 为 0.5 的 对 
数 正 态 分 布 ,第 一 天 的 密度 为 1, 第 二 天 为 2, 第 三 天 为 4. 可 以 算 
出 每 天 的 活动 范围 及 和 猎物 扩 度 范围 只 ,然后 再 算出 活动 范围 和 
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- 208 =e + GHZ + GOL + GDI 一 (sD)9 人 入 MM Ae Rw > 
“WE GR CT Uk ORAR e ER ee * 


a a ™ ford t 
9 9 Ł é 《 é (4:1) 


ES) ED ZD AD (CU8) r) (4+2) 
z=} =q 
2 £ 9 I S £ 8 I I I (arju 
CP'S) O CZE) (EP (T9) CEDO GD GD Y Dy (Crp) C47) 
. : z 一 248 一 G 
£ '} vA I £ T € a I E T (4* 2) te 
CS°S) (CFF) (£9) (2°9) (P'S) EDO CEH) ED o ED TB) (4*7) 
z= =q 
Z Ł Z 9 Z Z é (40a 
(2°9) EPD AD ED AD ADH CT BD (4*1) 
l=2'b=q 
£ S 2 8 I 8 I I T (Ata 
(f 9) ED ED E D ED ADH CES) d'r) (4°?) 
` z= 3 =q 
L I £ € €. Z Z I Z I I CL) 
qQ UN hI 
* «(5°9) ED (FP°9) ED CS) ED ED EDH E Zo AP (4*1) 
wal] 
t= =q 





EEY ch HEHE) HEY Wy dk eS GY Ft lg MES OOS = (q)? 
ERE We Ew os oe Lis — KURERE Y 





#11 
D=} 
v=] 
M; 4.950 
SD; 0. 9445 
CV; 19. 08% 
R; 6 
Range i [3.6] 
M, 3.050 
SD, 0. 9987 
CV, 32.74% 
R, 5 
Ranger [1,5] 
v=? 
M; 4. 609 4.346 
SD; 0. 7827 0. 7971 
CV; 16.98% 18.34% 
R; 6 6 
Range i [3,6] [3,6] 
M, 3. 261 2.423 
SD, 1. 0962 0. 8566 
CV, 33.62% 35.35% 
R, 5 4 
Range r [1,5] [1.4] 


D 


5. 000 
0. 8584 
17.17% 

6 

[3.6] 

2. 200 
0. 7678 
34. 90% 

3 

[1,3] 


4. 480 
0. 6532 
14. 58% 
5 
[3.5] 
2. 000 
0.7071 
35. 36% 
3 
[1,3] 
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WR ARH k tE RITE 4 BE EE 


=? D=4 


* Mi SD; 和 CV: 表示 所 取 食 物种 的 均值 .标准 变 差 和 变 差 系数 ,R; 是 :的 最 大 值 ， 
Range i 表示 所 取 食物 种 的 尺度 范围 M.,SD,,CV,,R, A Range r 表示 走 过 之 路 程 的 炎 


似 数据 。 


猪 物 尺度 范围 关于 不 同 观 察 的 均值 .标准 变 差 和 变 差 系数 。* 


* 当然 ,在 实际 工作 中 ,三 次 观察 是 远 远 不 够 的 ,我 们 这 里 只 是 说 明 一 种 方法 。 
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我 们 在 表 12 对 v=1 和 v=2 列 出 了 这 种 计算 的 结果 .例如 ,对 于 
一 2, 活 动 范围 的 观察 值 R, 当 D=1 时 为 5, 当 DD=2 时 为 4, 当 上 D 
=4 时 为 3. 因此 平均 活动 范围 为 (5 十 4 十 3)/3=4. 


表 12 把 表 11 中 的 Ri; 和 R, 取 作 观 察 值 时 所 得 活动 范围 
和 猎物 尺度 范围 的 均值 MM、 标准 变 差 SD 和 变 差 系数 CY 







猪 物 尺度 范围 


3. 33 1.5275 45.8% 6 0 0% 





1 25% 0.5774 





10. 2% 

在 4.4 节 我 们 预言 过 (这 一 预言 在 4.5 IR E A N 
确 ), 当 vw 增加 时 ,活动 范围 的 变 差 系 数 增加 ,而 猎物 尺度 范围 的 变 
差 系数 减 小 。 但 是 , 表 12 所 表示 的 刚好 相反 :活动 范围 的 变 差 系数 
M45. 8% B/D Bll 25% ,而 猎物 尺度 范围 的 变 差 系数 从 0% 增加 到 
10.2%, 

预言 与 数据 相 违 背 , 这 是 有 点 奇怪 的 。 但 该 预言 毕竟 不 是 来 自 
“现实 "的 数据 ,而 是 来 自 根据 模型 假设 模拟 出 来 的 数据 ,我 们 只 能 
下 结论 说 ,我 们 的 模型 不 会 作出 我 们 过 去 认为 它 会 作 的 预言 .下面 
来 看 看 这 是 为 什么 。 

E D=1,0=1 的 情况 下 ,所 取 的 最 后 一 个 食物 种 类 型 为 (6， 
5)， 相 应 的 e( Bi. H 3.98. 于 是 临界 值 eo 为 3. 98. 其 它 临界 值 
如 表 13 所 示 。 读 者 会 注意 到 , 若 v 固定 , 则 e。 MD 的 增 大 而 增 大 ， 
这 是 我 们 业已 预料 到 的 。 但 是 ,对 于 固定 的 刀 , 不 同 的 w, 就 有 不 同 
的 eo 读者 如 回 过 头 来 看 看 4.4 节 的 讨论 ,就 会 看 到 在 图 11. 10 
那 一 富有 启发 性 的 图 解 中 ,对 于 高 效 和 低 效 追击 者 ,eo 均 处 于 同一 
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水 半 线 上 。 在 导出 有 关 活 动 范围 和 猎物 尺度 范围 之 变 差 系数 的 预 
言 时 ,我 们 隐 含 地 假定 ,对 于 高 效 追击 者 和 低 效 追 击 老 ,食物 量 的 
等 量变 化 也 会 导致 eo 的 等 量变 化 。 实 际 情况 显然 不 是 这 样 。 推 理 
过 程 中 的 这 一 雇 误 也 使 我 们 对 4. 4 节 所 作 的 大 多 数 预言 抱 怀疑 态 
度 ,例如 ,如 果 在 图 11. 10 的 两 部 分 中 直线 e 二 eo 处 于 不 同 的 高 度 ， 
则 高 效 追 击 者 的 活动 范围 不 一 定 较 大 ,其 猎 尺 度 范围 也 不 一 定 较 
小 。 对 于 固定 量 级 的 效率 , 活动 范围 和 猎物 尺度 范围 都 随 D 的 增 
加 而 减 小 这 一 预言 仍然 成 立 ,因为 它 每 次 只 用 图 11. 10 的 一 个 部 
分 。 有趣 的 是 ,是 计算 机 模拟 才 使 我 们 看 到 了 错误 。 有 时 ,针对 很 
复杂 的 模型 ,我 们 只 能 完全 重复 过 去 的 工作 来 理解 其 含义 .这 是 对 
我 们 推理 能 力 的 一 个 很 好 的 检验 方法 。 


表 13 由 贪 禁 算法 导出 的 临界 值 


D 1 4 1 2 t 
v 1 1 2 2 2 
eo 3.98 5. 97 6. 27 7.18 8. 38 


利用 这 一 模拟 的 结果 ,明确 地 说 就 是 表 11 中 的 那些 数据 ,我 
们 的 确 了 解 到 模型 的 几 个 机 理 。 特 别 地 ,读者 可 以 看 到 ,对 于 固定 
的 v 和 变化 的 DD, 为 吃食 而 走 过 的 平均 距离 随 D 的 增加 而 减 小 。 
对 于 食物 种 的 平均 尺度 , 当 DD 增加 时 并 无 类 似 的 论断 。 固定 乙 ,让 
o 变化 , 则 平均 猎物 尺度 随 v 的 增加 而 减 小 , 走 过 的 平均 距离 随 ” 
的 增加 而 增加 。 对 于 变 差 系数 却 没有 类 似 的 论断 。 读 者 可 以 想 一 
想 , 对 于 纯 追 击 者 ,有 关 均 值 的 观察 值 是 不 是 “合理 ”的 结果 ;它们 
在 数学 上 是 否 可 以 从 我 们 的 模型 里 推导 出 来 。 


练 习 


14. We v= k = k= k; ok, =k = k= 1,s= 4, 再 设 B=2,i=2, r=}, 
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(a) 计 算 所 有 四 个 模 培 果 的 ERB). 
Cb) 计算 所 有 四 个 模型 里 的 EOD. 
(Och APA + By E hy TP 和 EP. 
(qd) 计 算 所 有 四 个 模型 里 的 THS 格 EHS. 
15. 采用 第 四 个 模 闻 里 的 假设 ( 表 1). BE o= k= k= ky = k= hy =k = 1. 
(a 如果 8 二 1, 试 对 i=1,2,3 和 r=1,2 的 所 有 组 合计 算 etB,i,r) ,并 在 同一 
坐标 系 里 对 每 个 ~ 画 出 。 关 于 i 的 图 像 。 
Cb) 对 8==2 作 同 样 的 练习 。 | 
COB 一 1, 在 同一 坐标 系 里 画 出 8 一 1 时 。 关于 :的 曲线 和 有 = 2 时 。 关于; 
的 曲线 。 
Cd) 对 r=2 作 同样 的 练习 。 
16. MR v 变 成 10, 试 重复 练习 15. 
17, 在 2.3 节 ,我 们 对 活动 适度 .体重 为 81 千克 的 人 计算 了 ERB), BRR AER 
3000 干 卡 。 这 里 所 用 的 和 取 什 么 值 呢 ? 
18. RENG, eG) elB,i,r) 如 天 14 所 示 , E(B8) 二 200. 
DHA R REAR mG, r). 
DIH eo- 
OREL BH Mi, SD;,CVi Ri Range i.M,-.SD,.CV,.R, 和 Range r. 


#14 


i r NG,r) E(D =;2 eB,i,r) 








2 5 2 4 0. 79 
3 6 5 9 1. 45 
4 5 5 16 2. 88 
7 4 2 49 3. 27 
9 3 1 81 0. 96 
2 8 4 4 0. 50 





19, I Ae (8) = 300, 试 对 表 15 的 数据 重复 练习 18. 





bo 


0 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 
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#15 
i r N Gr) ED =} e(B.i,r) 
8 5 2 34 1. 84 
7 4 2 49 3. 27 
8 6 2 64 1.79 
3 4 3 9 2.14 
4° 3 3 16 4.51 
6 6 4 2 36 3.59 
10 4 1 100 0. 44 


. 试 在 下 列 各 种 情况 下 计算 NG) PNG). 

(aju=2,0=0.1, D51, 

(b) z= 10.0=1,D=1 

(c)w=2,0=0.5,D=10. 

H D ÆR 100, 练习 20(a) 的 答案 会 怎么 变化 ? 

对 练习 20 中 的 每 一 种 情况 计算 并 和 iv. 

如 果 在 THS 中 用 站 代替 六 ,其 中 «>0, 试 研究 第 三 个 模型 。 说 明 存 在 某 个 a， 
使 得 对 于 固定 的 r A Boe 未 必 为 i 的 递增 函数 ， 

REW 与 襄 成 比重, 而 不 与 成 成 比例 ,就 像 我 们 在 所 有 的 模型 里 所 假定 的 
一 样 。 如 4- 1.1 节 所 表明 的 那样 ,这 使 MR 变 成 了 BS. 

(a) 这 使 Er CB) PHAR AT BG? 

(bb 这 使 &( 让 产生 什么 变化 ? 

《e) 这 使 EP 产生 什么 变化? 

(dD ASR THS 已 知 , 这 使 EHS 产生 什么 变化 ? 

Ce 讨论 这 对 第 一 个 模型 之 预言 的 影响 。 

(f) 讨 论 这 对 第 二 个 模型 之 预言 的 影响 。 

(g) 讨 论 这 对 第 三 个 模型 之 预言 的 影响 。 

Ch) 讨 论 这 对 第 四 个 模型 之 预言 的 影响 。 

假定 v 不 是 常数 而 是 依赖 于 8B, 比 如 设 v=&8”, 其 中 .7 为 常数 。 

(a) 这 使 第 一 个 模型 的 预言 产生 什么 变化 ? 您 的 答案 是 否 依赖 于 7? 
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26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Cb) 3X (C385 — RA AY BE PEE HE EL? 
Co) ESS RY BAS EAE EAE A? 
(d) 这 使 第 四 个 模型 的 预言 产生 什么 变化 ? 
问题 研究 :如 令 " 不 仅 依赖 于 如 ,而 且 还 依赖 于 ~, 试 考虑 其 影响 。( 让 它 依赖 
于 :i 是否 合理 ? l 
考虑 Schoener ([36],290 页 ) 的 如 下 断言 。“ 尽 管 给 定 距离 处 的 最 大 猎物 并 不 
象 较 短 距离 处 的 最 大 猎物 那么 大 ,但 在 较 远 处 仍然 只 有 相对 较 大 的 猎物 才 会 
被 选取 。” i 
(a) 这 一 断言 是 否 可 根据 第 四 个 模型 导出 的 变动 时 v 关 于 i 的 曲线 族 ,并 利 
用 临界 值 e= ee 得 到 。 
Cb) 表 10 和 11 的 数据 是 否 支 持 这 一 断言 。 
假定 猎物 并 非 坐 以 就 擒 , 而 是 以 速度 rw<v 逃离 捕食 者 。 
(a) 如 果 两 者 在 同一 直线 上 行走 ,那么 捕食 者 要 花 多 长 时 间 来 追击 猎物 并 其 
MEW? 
(b) 我 们 模型 中 的 TP. 和 EP 有 什么 样 的 变动 ? 
Co) 如 果 z i Bsr 都 无 关 , 则 第 -- 个 模型 里 的 eCB,r 六 会 怎么 变化 ? 是 不 是 
还 会 作出 那个 令 人 失望 的 预言 呢 ? 
(d) 第 四 个 模型 会 怎么 样 ? 
(O 如 果 猫 物 在 直线 二 某 处 沿 某 方向 开始 行进 ,而 捕食 者 必须 选择 一 个 行进 
的 方向 以 便 “ 截 击 " 猜 物 ,这 时 怎么 计算 也 P? (计算 海上 相遇 地 点 时 要 遇 到 这 
个 问题 。 参 看 Baker[2] 中 的 讨论 .) 
我 们 在 模型 里 假定 THS 依赖 于 被 食 猎 物 的 尺度 .但 是 ,对 于 与 精 食 者 相 比 之 
下 很 小 的 猜 物 , 它 可 以 被 毫 不 费力 地 吃 掉 , 而 且 吃 食 时 间 可 能 是 个 常数 C(Wat 
USD. 这 表明 存在 一 个 依赖 于 猎物 尺度 的 临界 值 za, 使 得 THS 当 <ia 时 
是 常数 ,而 当 >is RE i—i 的 增加 而 增加 ， 因 此 ,Schoeners6] 假 定 。 
ko Hiig 
kr 十 kgexpli — ip), “i> ins 

其 中 如 Al ke EIER BL. (Schoener 也 考虑 过 用 等 函数 c(i 一 is) 代替 指 
数 函 数 的 情形 , 这 种 做 法 可 能 一 样 有 道理 ,但 后 来 他 还 是 决定 不 用 .) 在 许多 
情况 下 ,8/is 近似 等 于 7. 应 该 指出 ,如 果 THS 由 (36) 来 定义 , 则 它 就 不 是 ; 
的 连续 函数 ,在 ;=is 处 有 一 幅 度 。 读 者 只 要 前 出 THS 关于 ;的 图 像 即 可 验 
证 这 一 点 。 
如 果 THS 不 连续 , 则 *(B,ivr) 也 不 连续 ,而 这 看 来 是 不 合理 的 。 很 明显 ， 


THS = (36) 
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Schoener 当初 是 不 想 让 THS 或 (Bir) 不 连续 的 。 要 避 开 这 个 问题 ,只 要 用 

THS 的 如 下 公式 : 

kis FiS ty 

krexp[ Reli 一 ip) ], 4 i> ig, 
TB BER IH THS 的 这 种 定义 来 修正 第 四 个 模型 ,并 对 eB8,7,7) 作 一 些 预言 。 

31. 熟悉 计算 机 (或 袖珍 计算 器 ) 的 同学 可 继续 4. 8. 3 节 的 分 析 , 这 只 要 给 也 再 
取 两 个 值 ,比如 0.5 和 10, 或 许 还 要 给 v 再 取 两 个 值 ,比如 4 和 10. 


4.9 模型 的 变种 :时 能 效率 


迄今 为 止 我 们 所 考虑 的 模型 都 基于 这 样 的 假设 :动物 的 优化 
行为 是 使 每 花费 一 个 单位 的 能 量 所 获得 之 能 量 在 日 能 量 需求 中 所 
占 的 比例 最 大 ,也 就 是 使 相对 能 量 效率 最 高 .正如 我 们 前 面 已 经 指 
出 的 那样 ,Schoeners9 考 虑 过 一 个 稍为 不 同 的 思想 , 即 动物 的 优化 
行为 是 使 单位 时 间 里 所 获得 的 净 能 量 在 日 能 量 需求 中 所 占 的 比例 
最 大 。 这 一 度量 可 用 第 3 节 所 谓 的 相对 时 能 效率 

T ， 
“来 计算 。 下 面 的 练习 逐步 孕育 出 Schoener 的 模型 ,其 中 的 基本 假 
设 是 表 1 的 第 1 到 第 4 行 和 第 5 行 。 这 些 假 设 也 是 我 们 上 面 考虑 
的 四 个 模型 所 共有 的 。 


练 y 


32. 在 类 似 于 第 一 个 模型 的 一 个 模型 星 ， . 
(EG) ~ EP]/ERCB) 
TP 
试 计算 e Br) ,并 象 4.1.5 节 对 eCB,i,r) 作 讨论 那样 ,对 eB8,i,7) 也 作 
— HiT. . 
33. 像 第 二 个 模型 那样 (4. 2 节 等 式 (27)) 引 入 THS 并 计算 e (Br 结果 为 


THS = | (37) 


e CBr) = 


* 主要 差别 在 于 Er 将 被 看 成 对 诸 净 能 量 Eo 一 Fi 之 和 的 需求 量 , 因此 等 式 (16) 中 
的 常数 ki 将 有 所 不 同 。 
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LEG) — EP — EHS]/Er(B) 
(TP + THS) 


试 像 4.2 WE eB in IRETE e Bir). 
34. FR THS 修改 为 第 三 个 模型 里 前 THS, H 
THS = k? BM, 

PMET PP OBL OMAR, B43 节 那 样 讨 论 这 个 函数 。 

, 把 THS 修改 为 表 1( 第 四 个 模型 ) 中 的 那个 样子 , 象 练习 33 那样 计算 eCB ,7 
r) ,并 讨论 e (B, ir). | 

. 利用 上 节 练 习 30 中 的 (37) 来 修改 THS, 由 此 计算 上 面 练习 33 HAY e CB, 
Ht BOWER. 

.讨论 有 可 能 存在 的 适用 于 相对 时 能 效率 之 最 小 化 问题 的 贪 束 算法。 注意 , 必 
须 达 到 Er 的 是 2) (Eo 一 En). 

. 利用 练习 36 的 话 数 a 人 (8,i7, 让 以 及 由 4.8 节 的 方法 产生 的 食物 分 布 作 一 一 些 
计算 机 模拟 。 


e'(B,i,r) = 


a3 
an 


C2 
an 


Q 
~J 


Ge 
Qo 


5. ” 纯 搜 索 者 


许多 捕食 者 与 我 们 一 直 在 研究 的 “ 纯 追 击 者 ”大 不 相同 。 事 实 
上 ,许多 捕食 者 花 大 量 的 时 间 到 处 寻找 食物 ,把 能 量 花费 在 搜寻 之 
中 。 作 为 第 二 类 理想 化 了 的 捕食 者 ,我 们 考虑 “ 纯 搜 索 者 ", 这 种 捕 
食 者 一 旦 发 现 猜 物 ,就 不 需 花 时 间 去 追击 了 。 它 只 须 决定 是 不 是 要 
把 所 需 的 时 间 和 能 量 用 于 处 置 并 吃 掉 该 猎物 ,也 就 是 继续 寻找 能 
否 得 到 更 好 的 结果 。 根 据 Schoener H36] 05 & MWS EE 
岛 、 部 分 晰 蝎 和 许多 五 龙 子 科 动 物 都 属于 这 类 捕食 者 。 

纯 搜索 者 模型 从 特征 上 说 与 纯 追 击 者 模型 大 不 相同 。 这 里 关 
键 的 问题 是 不 确定 因素 : 即 迅速 找到 一 个 更 好 的 值得 为 之 付出 额 
外 的 时 间 和 能 量 的 食物 品种 之 可 能 性 有 多 大 。 虽 然 纯 追击 者 在 等 
候 * 合 适 "猎物 的 到 来 时 可 以 休息 ,也 可 以 从 事 其 它 活动 ,但 纯 搜索 
者 在 搜寻 过 程 中 却 在 浪费 能 量 。 他 必须 寻 机 节约 能 量 。 所 以 与 上 
一 节 的 确定 性 模型 相反 ,这 一 节 的 行为 模型 要 牵涉 到 偶然 的 或 随 





机 的 因素 。 
5. 1 两 种 食物 类 型 


有 关 纯 搜索 者 最 简单 的 模型 或 许 是 Emlen09 的 那个 模型 。 我 
们 这 里 要 提出 一 个 模型 , 它 源 自 Emlen 的 某 些 思想 ,但 与 他 的 模 
型 又 大 不 相同 。 为 便于 讨论 ,Emilen 的 模型 假定 只 有 两 种 类 型 ( 尺 
度 ) 的 食物 ,这 与 我 们 以 前 考虑 的 复杂 模型 完全 相反 ,以 后 我 们 称 
这 两 种 类 型 为 第 1 型 和 第 2 型 .有 一 个 基本 假设 还 是 跟 以 前 一 样 ， 
这 就 是 吃食 偏好 或 外 型 特征 的 进化 目的 是 使 每 花费 一 个 单位 的 能 
量 所 摄 人 的 (相对 ) 能 量 之 值 最 大 化 。 

我 们 设想 纯 搜索 者 在 一 近似 于 线形 长 条 地 带 上 走动 。 当 发 现 
某 特定 的 食物 种 时 , 他 或 者 接受 或 者 抛弃 。 我 们 将 一 个 食物 种 一 个 
食物 种 地 对 纯 搜 索 者 进行 跟踪 。 

这 里 的 记号 与 第 4 节 相 同 。 所 以 设 睛 为 纯 搜索 者 的 身体 尺 
RE. 又 设 Ex(8) 为 其 每 天 的 能 量 需 求 ,EC7) 为 食物 种 i 对 捕食 者 来 
说 的 热量 值 。 我 们 不 需要 追击 时 间 EP 这 一 项 ,但 需要 EHS 和 
THS, 即 用 于 处 置 和 吃食 的 时 间 和 能 量 。 为 强调 这 些 因 素 对 食物 
类 型 i 的 依赖 性 ,我 们 给 这 两 者 赋 以 足 标 , 得 到 (EHS); 和 (CTHS).. 
在 这 个 基本 模型 里 ,我 们 不 需要 对 确定 Ee EG) EHS 和 THS 的 
具体 方法 作 任何 假定 .但 在 5. 2 节 和 这 一 节 的 有 些 练习 里 ,我 们 要 
采用 表 1 的 假设 。 

为 完成 纯 搜索 者 模型 ,我 们 得 引入 用 于 搜索 的 能 量 ES. EY 
然 与 用 于 搜索 的 时 间 TS AK. 我 们 先 不 必 有 具体 说 明 ES 与 TS 有 
什么 样 的 关系 ,但 一 个 很 自然 的 假设 是 ES=k8: TS, 其 中 是 正 
常数 。 为 计算 TS, 我 们 假定 搜索 者 以 常 速 v 在 其 领土 上 行走 。 这 
当然 与 第 4 节 讨 论 过 的 追击 速度 v 不 一 样 。 在 计算 TS 之 前 ,我 们 
得 对 食物 在 捕食 者 领土 上 的 分 布 情况 作 些 假设 。 最 简单 的 假设 是 
食物 种 在 领土 上 均匀 分 布 ,由 领土 木 身 , 我 们 认为 是 个 线形 长 条 。 
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假定 食物 种 分 布 在 这 长 条 上 ,相互 之 回 的 平均 距离 为 捕食 者 总 
是 沿 着 同一 方向 5 比如 从 左 回 右 ) 搜 索 这 一 地 带 。 如 果 他 遇 到 一 个 
食物 种 , 则 到 下 一 食物 种 的 期 望 距离 为 6. 到达 下 一 食物 种 的 时 间 
可 由 其 期 望 值 来 信 计 ,这 就 是 

6 


TS = > (38) 
也 


最 后 ,我 们 得 对 不 同 食物 种 的 分 布 情况 作 一 个 假设 ,我 们 假定 
群体 中 类 型 为 i 的 食物 种 所 占 的 比例 为 ,i 二 1,2, 而 且 各 食物 种 
的 分 布 相互 独立 。 于 是 ,如 果 捕 食 者 刚刚 发 现 一 类 型 为 :的 食物 
种 , 则 他 发 现下 一 食物 种 具有 类 型 7 的 概率 为 ,与 i 无关。( 这 里 
J 可 以 等 于 be ) 当然 ,mm 十 内 一 1. 
为 只 有 两 类 不 同 的 食物 种 ,所 以 计算 每 类 被 食物 种 的 个 数 
《4.7 节 中 称 为 (4,7)) 可 归结 为 计算 各 类 食物 i 在 被 吃食 物 中 所 
占 的 比例 o 我 们 要 找 出 o 与 w 之 间 的 关系 。 
5.1.1 忍耐 策略 :等 候 合 适 类 型 的 食物 
如 果 一 纯 搜 索 者 没 花 时 间 去 搜索 就 发 现 一 类 型 为 :的 食物 
种 , 则 其 相对 * 能 量 效率 (14), 即 每 投入 一 个 单位 的 能 量 所 获得 的 
E 量 在 日 能 量 需求 中 所 占 的 份额 是 l 
ECD /Ep 
(EHS), 





我 们 假定 

EM /Ex — EQ)/Ex 

(EHS), (EHS), 
也 就 是 说 ,第 2 型 食物 具有 更 高 的 能 量 效率 。 因 此 ,如 果 捕 食 者 发 
现 一 个 第 2 型 食物 ,他 肯定 会 将 其 吃 掉 , 因为 等 候 第 1 型 食物 的 到 
来 只 会 使 他 损失 能 量 。 现 假定 捕食 者 发 现 一 个 第 1 型 食物 ,那么 他 








* 在 5.1 节 的 各 部 分 ,我 们 只 考虑 固定 的 捕食 者 , 比较 他 对 不 同 食物 
率 ,但 我 们 问 样 可 以 利用 绝对 能量 TEN 12), 不 过 为 统一 计 , 我 们 以 后 继 


T 
LP 
7 
£ 
a 


pa 
im 
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应 该 把 它 吃 掉 还 是 继续 搜索 ? 如 果 每 花费 一 个 单位 的 能 量 可 期 户 
积累 更 多 的 能 量 , 那 么 继续 搜寻 还 是 值得 的 ,假定 捕食 者 并 不 把 时 
间 花 在 吃 掉 唱 刚 发 现 的 食物 上 ,而 是 继续 搜索 , 刚 在 发 现下 一 个 食 
物种 之 前 所 花 的 搜索 时 间 TS 可 由 (38) 来 估计 ,用 于 搜索 的 能 量 
可 从 TS 计算 出 来 。 如 果 下 一 个 食物 种 仍 属于 第 1 型 ,而 且 捕 食 者 
将 其 吃 掉 , 则 相对 能 量 产 出 为 E01)/Er. 由 于 他 把 (EHS), 个 单位 
的 能 量 用 于 处 置 和 吃 掉 食 物种 ,把 ES 个 年 位 的 能 量 用 了 搜索 ， 所 
以 相对 能 量 效率 为 





= EC)/Ex 
A = TERS), + ES’ (39) 
EDT 
_ EQ)/Ex 


条 件 是 假定 在 TS 为 正 的 情况 下 ES CJE BSCE. ewes 
曾 放弃 过 第 1 型 食物 种 ,接着 在 搜索 了 一 段 时 间 之 后 又 来 吃 该 型 
食物 种 ,那么 他 这 样 做 的 相对 能 量 效率 显然 小 于 吃 掉 原 先 遇 到 的 
第 1 型 食物 。 因 此 ,我 们 假定 捕食 者 采用 忍耐 策略 ,直到 他 遇 上 第 
2 型 食物 种 。 为 讨论 方便 ,再 假定 TS 表示 捕食 者 遇 到 第 2 型 食物 
之 前 所 期 望 的 等 待 时 间 。 下面 我 们 将 看 到 怎样 计算 TS. 用 于 搜索 
的 能 量 为 ES , 它 与 TS 有 关 。 

一 般 地 ,只 要 等 到 发 现 第 2 型 食物 种 ,捕食 者 总 可 得 到 EO) 
个 单位 的 能 量 。 他 用 于 处 置 及 吃食 的 能 量 有 (EHS)。 个 单位 ,而 用 
于 搜索 的 能 量 有 ES 个 单位 ,可 由 TS 算得 ,他 的 相对 能 量 效率 可 
估计 为 

E(2)/ Ex 

(EHS), + ES 
这 应 该 与 他 吃 掉 原先 第 1 型 食物 种 时 的 相对 能 量 效率 , 即 (40) 中 
的 台 作 比较 。 如 果 岳 食 者 是 能 量 有 效 的 , 则 他 见 到 第 1 型 食物 就 


C= (41) 
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VASE BE Se ES AMG, SS 1 型 食物 的 相对 能 量 效率 (等 式 (40) 中 的 
8) 至 少 有 等 到 发 现 第 2 型 这 种 行为 所 估计 的 相对 能 量 效率 ((41) 
中 的 C) 那 么 大 ,也 就 是 说 , 充 要 条 件 是 8 宇 C， 因 为 我 们 假定 第 2 
型 食物 更 有 能 效 ,所 以 他 见 到 该 型 食物 就 吃 。 因 此 ,如 果 8<C, 则 
他 仅 吃 第 2 型 食物 ;如 果 B8 宇 C, 则 他 见 到 什么 就 吃 什么 。( 因 此 他 
吃 掉 的 第 i 型 食物 所 占 的 比例 p; 近似 于 群体 中 的 第 i 型 食物 所 占 
的 比例 u ) 这 一 预言 是 不 是 合理 呢 ? 答案 是 否定 的 。 捕 食 者 肯定 
一 方面 有 较为 喜欢 的 食物 ,而 把 某 些 食物 留 给 其 它 捕食 者 , 另 一 方 
面 又 有 一 个 品种 众多 的 食谱 。( 下 面 我 们 要 提 到 出 现 这 种 情况 的 理 
由 。) 所 以 我 们 要 对 模型 加 以 修正 。 

在 作 修正 之 前 ,为 完整 起 见 , 我 们 先 回 到 空缺 的 那 部 分 内 容 ， 
即 说 明 使 用 忍耐 策略 的 捕食 者 怎样 估计 发 现 第 2 型 食物 之 前 的 搜 
索 时 间 。 捕 食 者 能 期 望 等 多 久 ? 为 回答 这 个 问题 ,我 们 先 问 ,假如 
他 把 第 1 型 食物 留 给 其 他 捕食 者 ,直到 他 首次 发 现 第 2 型 食物 , 那 
么 他 能 期 望 遇 上 多 少食 物种 ?一 开始 就 发 现 第 2 型 食物 种 的 概率 
为 uz. 先 发 现 一 个 第 1 型 食物 再 发 现 第 2 型 食物 的 概率 为 ne. 
一 般 地 ,他 放弃 前 有 -1 个 第 1 型 食物 再 在 第 上 次 首次 遇 上 第 2 型 
食物 的 概率 为 A fo. 所 以 在 发 现 第 2 型 食物 之 前 的 期 望 相 遇 BK 
数 为 


lp + 2HAs 十 3V1p 十 = See Fe 


此 处 我 们 用 了 三 1 一 上 和 众所周知 的 等 式 
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e 
dike = G 


k=] — z) 
在 发 现 第 2 型 食物 之 前 的 搜索 时 间 可 估计 为 
TS = 二 (42) 
WR e AR) FRAT RRA AMS Bees 1 型 食物 可 能 更 
为 有 利 。 换 言 之 , 较 受 欢迎 之 食物 的 稀有 性 导致 了 遇 上 什么 就 号 什 
么 的 策略 。 
5.1.2 和 急 踩 策略 


如 果 我 们 要 对 被 食物 种 的 混合 情况 作出 预言 ,但 又 不 至 于 导 
致 捕食 者 见 什 么 吃 什么 ,那么 应 怎样 修正 模型 呢 ? 我 们 自然 要 问 ， 
采用 “等 到 第 2 型 > 策略 的 捕食 者 是 不 是 有 耐心 将 这 一 策略 付 诸 实 
施 ?假如 经 过 几 次 观察 还 是 碰 不 上 第 2 型 食物 ,那么 他 就 有 可 能 失 
去 耐性 或 饥 难 忍 还 是 决定 选择 下 一 个 食物 种 ,而 不 管 它 是 哪 种 类 
型 。 为 考虑 这 种 急躁 心理 的 影响 ,我 们 考虑 最 极端 的 情形 , 即 如 果 
捕食 者 放弃 了 一 个 第 1 型 食物 ,那么 他 必然 选择 下 一 个 食物 种 ,不 
管 它 属于 哪 一 型 .假定 捕食 者 采用 这 种 策略 ,那么 什么 时 候 放弃 第 
1 型 食物 才 较 为 有 利 呢 ? 如 果 他 的 确 放 弃 了 一 个 第 1 型 食物 又 会 
出 现 什么 情况 呢 ? 下 次 察看 时 他 要 人 么 遇 上 第 1 型 食物 要 么 过 上 第 
2 型 食物 ,前 者 的 概率 为 mm ,后 者 的 概率 为 oo WRAL 1 型 食 
物 并 吃 掉 它 , 则 其 相对 能 量 效率 为 (39) 中 的 4. 同样 ,如 果 他 下 一 
IB ESA 2 型 食物 并 吃 掉 它 , 则 其 相对 能 量 效 率 为 等 式 (41) 中 的 
C. 注意 ,这 两 个 等 式 里 的 ES 是 一 样 的 , 它 依赖 于 搜索 时 间 TS ,也 
就 是 到 发 现下 一 食物 种 的 时 间 , 它 可 由 (38) 来 估计 。 因 此 , 揣 食 者 
放弃 一 个 第 一 型 食物 并 吃 掉 下 一 次 遇 上 的 食物 的 相对 能 量 效率 可 
估计 为 

D = pA + pC | (43) 

要 决定 是 放弃 还 是 接受 初次 遇 上 的 第 1 型 食物 ,捕食 者 应 把 吃 掉 
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ERO AR BE RAR BAO 4 ay B Se eB AAAA E BA 
计 值 , 即 (43) HAI D 作 比 较 。 在 优化 能 量 效率 的 假设 下 He A 
弃 第 1 型 食物 、 等 候 下 一 个 食物 的 充 要 条 件 是 DOB. 所 以 ,如 果 
8 之 D, 则 他 见 什 么 吃 什么 ,因而 他 吃 挥 的 第 i 型 食物 种 所 占 的 比 
例 o: 近似 于 群体 中 第 i 型 食物 所 占 的 比例 ew. 但 是 ,如 果 D> B, 
则 p; 就 与 上 不 同 。 那 么 pi; 取 什 么 值 呢 ? 捕食 者 刚 吃 完 一 食物 后 ， 
下 一 次 吃 第 1 型 食物 的 概率 有 多 大 ? 出 现 这 种 情况 的 充 要 条 件 是 
他 接着 遇 上 的 两 个 食物 种 都 属于 第 1 型 ,而 这 种 情况 发 生 的 概率 
为 Am 一 AM 所 以 ,他 吃 掉 的 第 1 型 食物 所 占 的 比例 为 
P= 
他 吃 掉 的 第 2 型 食物 所 占 的 比例 为 
P,=1— =l (~ fe)? 


第 一 种 情况 第 二 种 情况 第 三 种 情况 
A YW VW 
Hi BB H 
BSD B <D © BaD 
不 等 待 等 入 O i 
l . i=] -> i 二 2 
图 11. 12 


〈 广 意 我 们 的 模型 假定 捕食 者 不 停 地 吃食 .对 于 仅 满 足 日 能 量 需求 
的 问题 ,这 里 不 作 讨 论 .) 假 如 我 们 把 观察 到 的 吃 第 :型 食物 的 频 
率 p; 关于 A 的 图 像 画 出 来 , 则 模型 预言 的 是 ,图 11. 12 中 的 一 条 
曲线 必然 出 现 。 (第 一 条 曲线 是 y=x 的 图 像 ; 第 2 条 曲线 是 yS 
的 图 像 ;第 三 条 曲线 是 y= 二 1 一 (1 一 x)’ 的 图 像 ,最 后 这 条 曲线 是 抛 
物 线 y= 一 x? 向 上 移动 一 个 单位 再 向 右 移动 一 个 单位 所 得 的 图 
像 。) 
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图 11. 13 i) Fj Ivlev* a. Emlen( 未 出 版 ) 从 实验 中 得 到 的 数 
据 画 出 一 些 曲线 ,这 些 曲线 在 定性 的 意义 上 很 象 第 二 种 和 第 三 种 
情况 的 曲线 。 | E 





图 11.13 食谱 中 食物 i 出 现 的 频率 o 与 环境 里 食物 ; 
出 现 的 频率 上 之 间 的 关系 。 摘自 Emlen 的 [10]. 


捕食 者 i TREE 





DAERAH HEE Rr BEE 
.,. EREHE. Bes 
2) fe FER ESA 物 、 谈 水 等 足 动物 、 
”软体 动物 
3) fh 圆 是 动物 
4) B48 淡水 等 足 动物 
Dfa 软体 动物 


在 结束 这 一 节 之 前 ,我 们 可 能 要 问 什么 时 候 可 望 出 现 第 二 种 
情况 或 第 三 种 情况 ,什么 时 候 可 望 出 现 第 一 种 情况 ,一 种 回答 是 等 
RUD HAY D P S 的 增加 而 减 小 。 这 是 因为 4 和 C 都 随 ES 的 增 
加 而 减 小 ;又 很 自然 地 可 假定 ES 随 TS 的 增 大 而 增 大 ;最 后 1 
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BO 的 增 大 而 增 大 , 6 表示 食物 种 之 间 的 平均 距离 ,从 而 是 食物 量 
的 一 种 度量 。 当 食物 量 减 小 时 , 即 当 食物 变 稀少 时 ,5 增 大 ,DD 威 
小 。 因 此 已 最 终 要 大 于 局 ,进而 出 现 了 第 1 种 情况 ,此 时 捕食 者 不 
再 挑剔 ,而 是 见 什么 吃 升 么 ,研究 6 取 什 么 样 的 值 才 会 导致 行为 的 
变化 ,从 而 对 这 一 预言 加 以 更 为 精确 的 检验 ,这 是 一 项 很 有 趣 的 工 
作 。 


练 习 


39. 假定: RARE EO Er EHS 和 THS 由 纯 轧 击 者 的 第 四 个 模型 给 出 ( 表 D. 
假定 H= fg=1/2,0' =1,0=1,8=1,4, = ki =k; =k, = k= kml. HERT 


第 四 个 模型 的 假定 。 
ES = k B!5TS 
WBE k=l. 
Ga) 计算 等 式 (40) 中 的 B, 并 证 明 它 小 于 
E(2)/Er 
(EHS), 
(所 以 2 更 食物 比 1 型 食物 具有 更 高 能 量 效 率 ,这 与 本 节 论 述 中 所 作 的 假定 是 
一 样 的 。) 
(b) 在 驴 耐 策略 下 计算 (41) 中 的 C. 
(c) 在 急躁 策略 下 计算 (41) 中 的 C 
(d) 在 急躁 策 略 下 计算 (39) 中 的 A. 
(6) 在 急躁 策略 下 计算 (43) 中 的 D. 


(0) 在 忍耐 策略 下 计算 pl 和 p- 
(8) 在 急躁 策略 下 拓 计 o 和 o 
40，(a) 若 6 二 0. 1 , 试 重 做 练习 39. 
(b) $F b= 10, 试 重 做 练习 39. 
(ec) 改变 5 的 值 有 什么 影响 ? 
41. 《a) 若 由 一 0.9, 试 重 做 练习 39. 
ik Am 增 大 一 般 有 什么 影响 ? 
42. 让 v 增 大 一 般 有 什么 影响 ? 
43. 假定 有 三 种 食物 类 型 ,1.2 和 3. 考虑 在 相对 能 量 效率 最 大 化 , 且 不 等 式 


EC3) /Er EC2)/ En EC)/ Ea 
(EHS), ~ GEHS), ~ (EHS), 
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成 立 的 假设 下 会 发 生 什 么 情况 。 

Ca) 如果 捕 设 者 采用 这 样 的 策略 :要么 过 上 就 吃 , 要么 一 直 搜 索 到 过 上 第 3 型 
食物 才 吃 。 这 时 可 作 件 么 预言 ? 

(b) 如 果 捕 食 者 要 么 过 上 就 吃 , 要 人 么 一 直 搜 索 到 遇 上 更 好 的 食物 才 吃 ,那么 情 
况 会 怎么 样 ? 
(OURHAARRAR EM BARE KALE BARRE 
GAR? 

在 只 有 两 类 食物 的 情况 下 ,如 果 捕 食 者 要 么 过 上 就 吃 , 要 人 么 至 多 放弃 普 次 就 
吃 下 次 过 上 的 食物 ,那么 情况 会 怎么 样 ? 

在 只 有 两 类 食物 的 情况 下 ,如 果 不 用 相对 能 量 效 率 ,而 用 时 能 效率 (15), 试 考 
REA. 

问题 研究 :在 只 有 两 类 食物 的 情况 下 ,如 果 过 上 第 i 型 食物 后 接着 又 过 上 第 j 
型 食物 的 概率 为 pij, 它 依赖 于 i 和 jj 试 考虑 这 时 情况 会 怎么 样 ,或 许 您 可 以 把 
结果 推广 到 多 于 两 类 食物 的 情形 。 


5.2 多 种 食物 类 型 


我 们 现在 假定 有 多 种 食物 类 型 。 设 类 型 i 表示 食物 种 的 长 度 ， 
就 象 在 第 4 节 的 模型 星 我 们 作出 的 假定 一 样 。 这 里 要 继续 使 用 上 
一 节 的 记号 ,但 我 们 的 分 析 稍 许 有 点 不 一 样 , 沿 用 的 是 Schoener 
所 请 的 第 工 型 捕食 者 模型 。 我 们 假定 表达 式 EB) EG) ,THS 和 
EHS 取 第 四 个 模型 里 的 值 , 如 表 1 所 示 。 我 们 还 假定 

ES = kB TS， (44) 
这 类 似 于 第 4 节 的 模型 里 所 用 的 EP AN EHS 表达 式 。( 读 者 不 妨 
再 阅读 一 下 这 些 表 达 式 的 推导 过 程 以 明白 其 理由 。) 

上 一 市 忽视 了 的 一 个 因素 是 纯 搜 索 者 得 满足 其 每 天 的 能 量 常 
求 ,我 们 曾 把 这 种 纯 搜 索 者 的 吃食 目的 看 成 是 尽 可 能 地 能 量 有 效 ， 
而 对 满足 其 每 天 的 能 量 需 求 却 不 加 注意 。 我 们 也 没 考 虑 下 面 这 种 
情况 ,这 就 是 一 旦 捕食 者 达到 了 这 些 需求 量 , 就 有 可 能 停止 进食 。 
不 过 上 一 六 只 要 作 稍 许 变动 还 是 容易 作出 这 种 假定 的 。 如 果 不 考 
吕 搜 索 时 间 , 则 吃 掉 扩 度 为 ;的 食物 的 相对 能 量 效率 为 


44. 


A 


wn 


45. 


4 


> 
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CES), a5 
这 对 应 于 第 4 WRR eB, ir) ER 1 的 假设 之 下 ,函数 e(B， 
站 的 性 质 类 似 于 4.4 节 所 述 的 e(8,i,r). 特别 地 ,对 于 固定 的 B, 
el(B ,站 ) 的 图 像 就 如 图 11. 14 一 样 。 

假定 我 们 对 捕食 者 采取 的 策略 作 如 下 限制 : 找 出 可 接受 的 食 
物 尺 度 所 成 的 集合 4 某 食物 种 受 选 当 且 仅 当 其 尺度 属于 集合 A 
再 假定 捕食 者 接受 一 尺度 为 i RHR AN MeD EDA N 
界 值 那么 大 。 在 4. 4 节 我 们 看 到 ,临界 值 对 应 于 与 i 轴 平 行 的 一 条 
直线 ,而 这 条 直线 又 与 i 的 可 接受 值 区 间 [ii,ij] 相 对 应 ,如 图 
11. 15 所 示 。 因 此 ,我 们 要 考虑 的 集合 4 是 个 数值 的 区 间 。 

在 纯 追 击 者 的 情形 ,我 
们 可 以 针对 食物 种 的 分 布 
情况 选择 一 个 临界 值 ,使 得 
仅 选 出 高 于 临界 值 的 食物 
种 即 可 刚好 满足 每 天 的 能 
量 需 求 , 同时 所 选 食物 种 具 
有 最 大 的 能 量 效率 ,也 就 是 
用 于 获取 每 日 所 需 能 量 而 
消耗 的 能 量 最 小 。 在 纯 搜索 
者 的 情形 ,选择 的 方式 有 所 
不 同 。 在 我 们 的 模型 里 , 即 
使 食物 分 布 固定 不 变 , 仍 可 
选择 不 同 的 临界 值 或 集合 
4 使 之 获得 日 需求 量 。 然 
而 ,对 于 这 些 不 同 的 选择 ,用 于 获取 日 需求 量 的 能 量 有 不 同 的 期 望 
值 。 我 们 要 使 所 付出 的 期 望 能 量 达 到 最 小 , 或 等 价 地 说 ,使 (整体 ) 
能 量 效率 达到 最 大 。 最 终 对 准 了 这 一 日 标 是 很 自然 的 ,因为 现在 不 


el(B,i) = 


11. 14 





11.15 
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是 处 于 纯 追 击 者 的 情形 , 而 在 那 种 情形 里 ,我 们 已 经 说 明 其 策略 不 
一 定 使 整体 能 量 效率 最 大 化 。 
怎样 计量 区 间 A= Li si | ES AY EEREN? 这 一 效率 依 
赖 于 捕食 者 的 体 长 总 ,还 依赖 于 食物 尺度 的 分 布 一 一 以 后 用 字母 
了 表示 这 一 分 布 。 有 了 了 .和 4, 我 们 要 计算 在 满足 口 需求 量 之 前 
用 于 搜索 食物 种 的 时 间 的 期 望 值 TS(B8, 了 ,A4)、 用 于 处 置 并 吃 掉 食 
物种 的 时 间 期 望 值 THS(B,f,A). 以 及 这 些 食物 种 里 得 到 的 能 量 
的 期 望 值 £(B8,f,4). FÆ FF BOS A 的 能 量 效率 为 
E(B, f, A) /Ek(B) 
EHS(B,f/,4) + ES(B, f, A)’ 
Hh EHS(B.f,A) Fl ES(B, SAAE THS(B, f, AA 
TS ,六 人) 的 能 量 投入 , 且 分 别 等 于 
EHSCB,f,A) = k, B'STHSCGB, f,A) (47) 
ES((B,f,4)) = kB STS(B, f, A). (48) 
怎样 求 出 所 需 的 ECB, f, ATSB, f, A) fl THSCB, fA) 
We? 我 们 先 作 这 样 一 些 假定 :i 只 取 整 数值 ;尺度 为 i 的 食物 种 在 群 
体 中 所 占 的 比例 为 ;食物 种 沿 捕食 者 搜索 的 长 条 服从 均匀 分 布 ， 
彼此 间 平 均 距 离 为 人 最后, 分布 是 独立 的 , 即 如 果 搜 索 者 刚刚 遇 
上 斥 度 为 的 食物 种 ,那么 下 一 次 遇 上 尺度 为 了 的 食物 种 的 概率 
为 ,与 i 的 取 值 无 关 。 所 有 这 些 条 件 就 确定 了 我 们 称 之 为 了 的 分 
布 。 于 是 从 给 定 食 物种 中 得 到 的 能 量 期 望 值 为 
ED(( 有 ,4A) = >， why? (49) 


; rea - 
这 是 因为 吃 掉 尺度 为 i 的 食物 种 可 得 到 能 量 EO) Hh? F AR 
吃 掉 的 食物 种 ,可 能 能 量 为 0- 因此 ,在 达到 能 量 需 求 


e(B,f,A) = (46) 


En(B) = kB (50) 
之 前 的 尝试 次 数 ( 相 遇 次 数 ) 可 估计 为 
n((B,f,A) = Ext B) (51) 


` Hiki 
‘Ea 
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这 只 是 一 个 粗略 的 估计 。 我 们 来 看 看 这 是 为 什么 。 假 定 Er) = 


4, A= [1:2]; k:=1, =4=1/2, MM FHKE p= 这 时 图 
11. 16 的 树 说 明 我 们 怎样 才能 达到 所 需 的 能 量 。 为 达到 Ex 而 尝试 


相遇 次 数 概率 





1 Me = 1/2 
2 Ay fy = 1/4 
3 Mf) = 1/8 
4 wifes = 1/16) 1 
4 Hi = 1/16 le 
图 i. 16 
的 期 望 次 数 为 
1 1 、， 1 1 _ 15 
2 关 工 十 本 xtg X 3g x4 =. 
估计 值 (51) 等 于 
4 -ê 
n((B,f,A) = i z 


i 一 
gx itis X4) 


一 般 情 况 下 ,实际 计算 尝试 的 期 望 次 数 比 较 困难 ,所 以 我 们 满足 于 
AL BR AI ATTHA CSL). 由 此 ,又 进一步 得 到 ECCB,f,A) 的 估计 值 Ex 
(B) AA EG, S A atit 
E(B, f, A) = n(B, f, AJE? (B, f, A) = Ex(B), (52) 

其 中 nCB,f,A) 由 (51) 给 出 ,E(B,f,4) 由 (49) 给 出 。 

用 于 搜索 的 时 间 依 赖 于 搜索 速度 ,而 速度 已 被 假定 为 常数 ,所 
以 用 于 搜索 下 一 个 食物 种 的 期 望 时 间 为 5/v ,为 搜索 足够 的 食物 
以 满足 每 天 的 能 量 需 求 所 付出 的 时 间 可 估计 为 





一 


— 
a = 


一 gxn 


Sate 





mm FY sy r 
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TS(E, J, A) = n(B,f,A)d/v'. (53) 
用 于 处 置 并 吃 掉 食物 种 的 时 间 可 估计 为 
THS(B,f,4) = 24 (THS); (54) 


原因 是 当 第 i 种 食物 被 处 置 并 吃 5 掉 时 ,所 需 时 间 为 (THS))， ,而 在 其 
它 情况 下 所 花 的 时 间 为 〇 ,由 等 式 (46) 直 至 (53) 并 利用 表 1 中 的 
THS ,我 们 得 到 





e(B,f,A) = sO EE 5 
kB > 4,(THS); + kBt 'n(B,f,A) of 
7E4 
或 
e(B,f,A) = kB's 6 
RBIS 9 a C(THS); + bbs -7 
> ikai’ v 
fed 
或 
l 
e(B,f,A) = 3 (55) 
yk BTS 2, HexP Chi) 十 A 
of mika 


尽管 表达 式 (55) 看 起 来 非常 复杂 ,但 由 此 作出 一 此 预计 还 是 可 能 
的 . 举 个 例子 来 说 ， 因 exp Cki) RIIA Dm EJE LE Roi? 快 , 所 以 由 (55) 可 
知 , 对 于 充分 大 的 i, 把 i 添 到 A 会 使 eC(8,7,A4) 减 小 。 因 此 存在 一 
个 上 界 ,食物 的 尺度 一 旦 超过 这 一 上 界 , 吃 掉 它 就 变 得 不 合理 。 
HAL, LAK BS OAT OA HWA RRB k eka ki 
ks 如 的 不 同 假设 下 ,表达 式 (55) 也 可 用 来 估计 4 取 哪 一 值 
Au 才 会 使 e(B8,f,4) 达 到 最 大 ， 为 此 我 们 只 4 要 把 A= Li, ,ia 中 的 ly 
局 限于 一 个 合理 的 尺度 ,而 要 做 到 这 一 点 ;只 要 把 i RA BH 
个 因子 的 乘积 ,比如 (3/2)8, 或 者 利用 4. 8.2 节 的 对 数 正 态 分 布 。 
如 果 假 定 捕食 者 选择 最 优 的 Au 策略 ,那么 最 优 的 Av 就 是 捕食 者 
所 食 猎 物 的 尺度 的 估 值 , 它 是 体 长 和 食物 分 布 的 函数 .这 些 数 据 可 
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与 实际 数据 作 比较 。 

表 16 说 明了 这 种 方法 。 我 们 假定 8 为 4 厘米 ,并 取 i 为 从 1 
到 5 的 整数 值 . (5 小 于 (3/2)8 二 6, 但 对 于 与 实际 数据 作 比 较 仍然 
是 有 用 的 。) 再 假定 尺度 从 1 到 5 的 食物 种 具有 相同 的 分 布 `. 选 9 
= 1d 二 1、 所 有 的 参数 & 都 为 1. 在 表 16 中 , 标 有 4 的 那 一 列表 
示 可 能 的 食物 种 之 区 间 , 标 有 e(B ,六 4) 的 那 一 列表 示 等 式 (55) 中 
相对 能 量 效率 的 估 值 .注意 最 大 的 e(0 ,六 4) 为 0.137, 对 应 于 A= 
[1.5]. 该 捕食 者 最 能 量 有 效 的 策略 是 捕食 从 1 厘米 到 5 厘米 的 
诸 尺 度 食 物种 。 这 看 来 有 点 奇怪 :这 么 一 个 捕食 者 竟然 取 吃 比 自身 
还 大 的 食物 种 。 为 了 把 这 个 预言 跟 实 际 数据 作 比 较 ,我 们 注意 到 
lvlev([19]82 一 90 页 ,尤其 是 87 页 ,图 21 d, 我 们 已 将 该 图 复制 为 
图 11.6) 发 现 有 种 鱼 ,尺度 约 为 4.2 厘米 ,所 处 环境 的 猎物 尺度 
《猎物 为 淡水 幼 鱼 ) 服 从 从 0 KAA 5 厘米 的 均匀 分 布 , 它 以 各 种 
尺度 的 猎物 为 食 。 这 种 行为 跟 我 们 的 预言 是 一 致 的 。 

虽然 捕食 者 按照 频率 p; 在 其 "可 接受 的 ”集合 4 里 选 出 具有 
给 定 尺度 的 食物 种 为 食 。 但 模型 对 o 却 无 法 作出 任何 预言 。 它 只 
预言 捕食 者 会 选择 什么 样 的 集合 A= Axu ,pi 的 估 值 或 许可 由 e=e 
(8, 了 ,人 4A) 得 到 。 具 体 地 说 ,我 们 可 用 

0, 当 i & Ay 时 
h =< é . (56) 
Is AES AN 
i€a 

在 上 面 那个 例子 里 ,所 得 的 p; 值 如 表 17 所 示 。 这 些 值 还 画 在 
图 11. 17 中 ,读者 会 注意 到 ,p; 随 i 的 增加 而 增加 。 按 照 Ivlev 的 数 
据 , 食 物种 “ 受 选 ”的 频率 一 直上 升 到 大 约 4cm( 最 大 值 ) ,然后 再 急 
速 下 降 。 所 以 我 们 的 模拟 并 没有 预测 到 Ivlev 所 得 的 曲线 (图 
11.6). 但 只 要 把 参数 修改 一 下 即 可 得 到 接近 于 Ivlev 的 预言 。 例 
如 ,我 们 现在 选择 的 参数 过 多 地 强调 了 大 尺度 捕食 者 对 于 征服 大 
猎物 的 作用 ,只 要 加 大 对 大 尺度 的 “惩罚 ”一 一 比如 增 大 EHS 中 的 
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表 16 在 有 一 4 厘米 .尺度 从 1 到 5 的 食物 种 出 现 的 可 能 性 相同 、 
8 二 1,v' 二 1 且 所 有 的 参数 都 是 1 的 情况 下 ,(55) 中 e(B， 
了 ,4) 的 值 。 标 有 e'(B,f,A) 的 那 一 列表 未 变 为 50 时 的 


e(B,f,A). 
A e(B,f,A) e(8,f,a) 
{1} 0. 003 0. 003 
[1,2] . 0. 016 0. 015 
[1.3] 0. 043 0. 031 
[1,4] 0. 089 0. 027 
[1.5] 0. 137 0.013 | 
{2} 0. 012 0. 012 
[2.3] 0. 040 0. 030 
[2,4] 0. 087 0. 027 
[2,5] 0. 136 0. 013 
{3} . 0. 028 0. 024 
[3,4] 0.075 0. 028 
[3,5] 0. 128 0. 013 
{4} 0. 049 0. 027 
[4.5] 0.110 0. 014 


{5} 0. 073 0. 017 


系数 一 一 就 可 使 结果 得 以 改观 ,把 改 为 50, 就 得 到 表 16 最 后 
一 列 所 示 的 e(8,f4) 和 表 18 所 示 的 e; Alo. 现在 注意 ,对 于 A= 
[1,5j,p; 单调 递增 直到 :一 4, 接 着 再 递减 。( 见 图 11. 18) 不 幸 的 
是 ,使 eC(8,f,4) 达 到 最 大 的 区 间 4 现在 是 个 相 比 之 下 较 小 的 区 
(1.3). 所 以 我 们 预言 ,只 有 尺度 为 1.2 或 3 的 食物 种 才 会 被 旋 
掉 。 因 此 利用 表 18 中 的 e ,我 们 预言 捕食 者 大 约 有 61. 5 多 的 时 间 
去 吃 尺 度 为 3 的 食物 种 ,大 约 有 30: 8% AH ERR RH 2 的 食 
物种 ,其余 时 间 去 吃 尺 度 为 1 的 食物 种 ,可 用 计算 机 或 计算 器 的 同 
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学 不 妨 看 一 下 ,调整 模型 中 的 其 它 数 据 能 不 能 得 到 这 样 的 预言 ， 
即 ,使 eC(B,f,A) 达 到 最 大 的 A 是 [1,5], 而 诸 e, 都 从 1 递增 到 4 再 
递减 ,我们 的 模型 参数 很 多 ,所 以 我 们 可 以 用 观察 到 的 数据 来 确定 
有 些 参 数 的 合理 数值 ,一 旦 确定 了 这 些 参 数 ,我 们 就 可 以 用 它们 来 
作 另 外 一 些 预言 。 这 是 建 模 过 程 所 共有 的 课题 。 
表 17 GOP ORAS) IE Ei 
ol 

= 0, 073 

230.170 

p= 0. 297 

p= 0. 442 


#18 (56) P a Fo e=e (BA) 依 表 (16) 第 三 列 数据 的 估 值 


如 果 如 果 Au 一 [2,3]】 
4w 一 [1,5] (事实 如 此 ) 
el 一 0. 003 站 一 0.036 Oo 一 0.077 
e2 一 0. 012 0 一 0,145 2 一 0. 308 
e3 一 0. 024 P3= 0. 289 3=0. 615 
e4—0. 027 = 0. 325 Pa 一 0 
es 一 0. 017 p; = 0. 205 ps=0 


练 习 


47. 假定 551/2 FHKE f= 0. 再 假定 ER(2) 一 13. 所 有 的 参数 点 .人 、 
v 都 为 1. 
Ca) 如 果 4=[1,3]. 求 E(B, f, A). 
Cb) 如果 A= [1,3], 求 出 ?027 人 并 与 为 达到 Er O EER 
作 比 较 。 
OGD AFEA eB SA DRAA B 各 的 一 个 函数 。 








11.17 由 表 17 得 到 的 oO 的 图 像 


6 | 2 3 4 5S? 


图 11.18 出 表 18 第 一 列 得 到 的 o AO 


421 


48， 如 果 加 二 pz 三 pa 王 1/3, 对 于 其 它 放 j=0, 又 设 Er B= 13, FAM BM k, 


49. 


6.v 都 是 1, 重 复 练习 47. 


(a) 假 定 只 有 两 种 类 型 的 食物 种 ,尺度 为 1 和 2,4= pi 一 1/2, 且 所 有 的 参数 


kid v 都 为 1. 请 计算 C55) 的 eB, f, A). 
Cb) 如 果 B= 二 1, 请 计算 Aw. | 

(中) 计算 机 应 的 o; 

Cd) 证 明 当 8 变化 时 ,Ax 也 变化 。 
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50. 讨论 055 中 各 参数 的 变化 会 怎样 影响 eB, f, A). 

.an 的 最 大 元 确定 了 猎物 尺度 范围 R 假定 我 们 固定 8 和 了 ,让 v 变化 ,你 认 
为 这 会 影响 猎物 尺度 范围 吗 ? 为什么? 

对 于 醒 定 的 妃 和 v ,假定 我 们 让 卢 固定, 让 变化 。 对 于 不 同 的 3， Au 是 不 同 
的 ;猎物 尺度 范围 也 不 相同 。 
COR y= ee = gp = 1/3, KE w= 0. 再 取 8=v = 二 1, 试 对 5=] 和 100 求 出 
Am Al Re 
(b) 求 出 RB 的 均值 .标准 变 差 和 变 差 系数 。 

,六 1) 表示 仅 吃 第 /型 食物 的 相对 能 量 效 率 。 
a) 假想 我 们 能 精确 计算 (用 (46) 的 方法 )eCB,f,A4) ,那么 对 于 所 有 的 ;7 和 
“分 布 "f ,下 式 是 否 成 立 : 

eB,D > elB,7) YHN Yel, Bf D > e( Bf, {7} (57) 

(b) 如 果 我 们 用 (55) 来 估计 eCB8,f, (2), BAGDARIRRAT 

. (46) (55) PRR eB SAREREA (BS AZ AMERY A 必 为 
区 间 ， 例 如 ,利用 表 16 最 后 一 列 的 数据 ,说 明 对 于 (55) 中 的 函数 成 立 下 式 ， 

e(B, f, 13,5) > ecB,f, [3,5]) 
- 如 以 相对 时 能 效率 取代 相对 能 量 效率 ,试探 讨 本 节 的 种 种 含意 。 


an 
m 


an 
Lae] 


5 


Q3 


5 


ve 


5 


én 


s it 论 


我 们 已 对 能 量 有 效 的 捕食 者 提出 几 个 数学 模型 。 如 要 摘要 地 
了 解 这 方面 的 有 关 工 作 , 请 参看 Belovsky 的 [4] 及 Belovsky 和 Jor- 
dan 的 [5] 中 的 文献 目录 。 值 此 讨论 模型 成 就 之 际 ,我 们 要 转述 一 
下 Schoener 的 论文 [36] 的 内 容 。 既 有 假设 又 很 复杂 的 模型 (例如 
我 们 提出 的 模型 ) 往 往 依赖 于 一 系列 未 经 证 明 的 假设 ,而 且 还 牵涉 
到 一 大 堆 很 难 测量 的 参数 。 有 些 参数 可 通过 把 模型 与 实际 数据 相 
比较 而 得 出 估 值 ,继而 又 可 用 来 作 进一步 的 预言 。 因 为 我 们 对 作 定 
性 预言 最 感 兴趣 ,所 以 预言 出 许多 不 同类 型 的 定性 行为 就 不 足 为 
怪 了 。 有 趣 的 是 我 们 看 到 ， RA ANB, RERNE 
定性 的 行为 仍 是 困难 重复 重 。 我 们 尝试 定义 了 建 模 所 需 的 种 种 函 
数 ,比如 THS ,从 而 填补 了 生态 nena 最 后 ,模型 还 启发 
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出 既 有 趣 又 非 显而易见 的 生态 学 新 假设 , 这 又 为 将 来 生态 学 中 的 
经 验 研 究 指明 了 方向 。 
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第 二 章 。 第 一 章 研究 人 的 行为 。 第 二 章 除 了 有 些 地 方 要 依赖 于 第 
一 章 第 2 节 和 第 3 节 的 部 分 内 容 之 外 ,这 两 章 本 质 上 是 独立 的 。 

预备 知识 、 这 里 要 用 要 微分 学 和 积分 学 ,主要 是 用 微分 学 来 
帮助 画 曲 线 和 辨认 最 大 值 和 最 小 值 。 概率 论 也 用 到 了 ,但 只 在 4.8 
节 以 后 用 到 。 有 些 地 方 还 用 到 统计 学 里 的 方法 ,诸如 均值 .SD 和 正 
态 分 布 。 对 于 这 一 章 的 大 部 分 内 容 , 具 有 微 积 分 知识 就 可 以 读 懂 
T.e . 
时 间 ”详细 阅读 这 一 章 可 能 要 几 个 星期 的 时 间 。 但 其 中 有 些 
内 容 , 比如 有 关 比 速 增长 率 的 讨论 ,可 插 到 现 有 课程 用 不 到 一 小 时 
的 时 间 讲 授 。 | 

t 第 一 章 可 在 离散 数学 ,线性 规划 或 运筹 学 入 门 课 中 试用 。 
第 二 章 的 部 分 内 容 ,尤其 是 纯 追 击 者 模型 和 有 关 比 速 增长 率 的 讨 
论 , 适 合 于 在 微 积 分 课程 中 讲授 .具备 了 适当 的 预备 知识 ,这 两 章 
放 在 一 起 ,或 者 单单 其 中 任何 一 章 都 可 以 在 建 模 课 中 讲授 .特别 是 
在 第 二 章 ,我 们 根据 有 关 行 为 的 信息 对 以 前 作出 的 预言 加 以 检验 ， 
尽量 说 明 数 学 模型 的 逐步 发 展 情况 。 我 们 让 每 一 章 都 给 读者 留 下 
“尚未 结束 ”的 印象 ,也 就 是 说 ,同学 们 可 能 会 想 对 所 提出 的 模型 加 
以 推广 .对 其 它 方法 加 以 研究 、 如 此 等 等 。 

如 果 这 两 章 在 建 模 课 中 试用 , 则 应 注意 如 下 几 点 : 

《1) 研 究 人 的 能 量 利 朋 的 规范 方法 或 传统 方法 与 研究 动物 能 
量 利用 的 描述 性 方法 之 间 的 区 别 。 

(2) 纯 追击 者 的 确定 性 模型 与 纯 搜 索 者 的 随机 模型 之 间 的 区 
别 。 

C3) 用 来 解决 一 个 问题 的 大 量 不 同 的 数学 方法 。 

C4) 至少 在 描述 性 模型 里 ,应 做 到 经 常 对 模型 的 预言 加 以 检 
验 ,一 旦 预言 不 合格 ,就 对 它 加 以 修正 。 





第 12 章 
甘蓝 蝴蝶 卵 的 空间 分 布 


Daniel L. Solomon * 


lL. A 的 


本 章 的 意图 是 证 明 概 率 论 的 一 些 基 本 工具 在 现实 生物 环境 里 
是 有 用 的 ， 我 们 也 要 指出 生物 (或 其 它 ) 现 象 用 数学 建 模 的 一 个 重 
要 特征 , 即 从 几 组 不 同 的 潜在 的 生物 学 假设 出 发 ,可 得 出 相同 的 数 
学 模型 。 所 以 ,即使 一 个 模型 与 观察 到 的 现象 相 容 , 我们 也 不 能 下 
结论 说 事先 假定 了 的 ,并 且 模型 以 之 为 基础 的 生物 机 制 切合 实际 。 


2 生 物 学 
我 们 要 对 出 现在 单个 甘蓝 植物 里 的 常见 甘蓝 蝴蝶 ( 称 为 粉 蝶 ) 
的 卵 的 分 布 情 况 建立 一 个 概率 模型 。 实 验 数据 (Harcourt 的 [4] 和 


Kobayashi 的 15]) 表 明 这 个 数 可 由 负 二 项 分 布 很 好 地 加 以 描述 。 
即 ,每 棵 植物 里 卵 的 个 数量 的 概率 函数 为 


* Department of Statistics, North Carolina State University, Raleigh, NC 27650. 





428 


r 
PH = 月 一 | H pa = p, 


h = 0,1,2,7 

Jeep k>0,0<p<1 MEBM. MARR k BW. HHA SE 
整数 也 用 二 项 系数 这 个 记号 ,其 意思 是 
人 

h h!(k — 1)! Ail(k) 
其 中 Pa = | eende E r 函数 , 它 对 所 有 的 «> 0 都 有 定义 。 
用 分 部 积分 公式 可 以 证 明 , 对 于 任意 的 < 之 0,P(e 十 1) = alra), 
所 以 , 如果“ 是正 整 数 , 则 重复 利用 这 个 等 式 就 得 到 
Pa 十 1) =a}. 在 这 种 意义 上 ,T 函数 是 阶乘 到 非 整数 的 一 种 推 
ORARET 函数 的 读者 可 以 把 参数 上 局 限于 正 整 数 ,这 样 并 没有 
什么 损失 。 


练 习 


1. Bliss 和 Fisherf[ 纪 报告 了 下 面 由 康涅狄格 农业 实验 站 的 Philip Garman 博士 收集 
的 数据 。1951 年 7 月 18 日 ,有 人 从 某 苹果 树 上 随机 搞 取 了 150 片 叶子 ,再 数 出 
每 片 叶子 里 出 现 的 欧洲 成 年 红 母 乔 的 数目 。 这 150 片 叶子 按照 所 出 现 的 虱子 的 
数目 分 类 ,结果 列 在 表 1. 

人 们 猜测 负 二 项 分 布 是 个 合适 的 模型 ,而且 分 布 的 参数 可 估计 为 上 = 1.0， 
p= 0.47. 请 对 = 0,1,2,…,?7 计算 负 二 项 分 布 的 概率 P(H = A) ET RY 
这 些 数值 计算 PC(F 之 8). 每 个 数 乘 以 150, 再 把 这 些 由 负 二 项 分 布 模型 预言 到 
的 频率 与 实际 观察 到 的 频率 作 比 较 . 能 不 能 说 模型 与 实际 数据 吻合 得 很 好 呢 ? 
提示 :证 明 PCH=0)= pp, 有 是 PL[H== [ht k 1h] PPLH = 
h~ ]] 对 于 h = 1,2,… 都 成 立 ,由 这 些 公式 再 递归 计算 所 需 的 概率 。 
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Rl 
FO ERP A 具有 只 筷子 的 叶子 数 日 

.0 70 
1 38 
2 17 
3 10 
4 9 
5 3 
6 2 
7 1 

8+ 0 

总 数 150 


回 到 甘蓝 蝴蝶 , 我们 描述 一 种 不 同 的 数据 来 满足 负 二 项 分 布 
模型 .注意 对 于 负 二 项 分 布 ,方差 ( 记 为 01) 和 均值 ( 记 为 ) 满足 
= wt 所/k( 见 练习 2). 所 以 在 甘蓝 样本 里 ,样本 方差 (CS:) 和 样本 
均值 也 应 该 满足 类 似 的 关系 , 图 12. 1( 取 自 Harcourt 的 [4]) 表 明 ， 
从 1957 到 1960 年 在 安大略 省 梅里 韦 尔 收集 的 数据 来 看 ,情况 的 
确 如 此 。 根 据 这 些 数据 ,参数 上 可 估计 为 2. 82. 





2 6 10 14 18 22 26 30 
均值 


图 12.1 甘蓝 上 外 进 诗 监 由 的 铅 数 之 方差 与 均 秆 之 间 的 关系 。 
所 男 的 每 一 点 都 基于 一 个 从 64 到 96 株 植 物 的 样本 。 
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MA S = m 的 直线 表示 Poisson 概率 分 布 ， 其 方差 等 于 均值 ， 
它 经 常用 来 棍 述 空谷 里 的 随机 性 ,显然 , 负 二 项 分 布 与 这 些 数据 吻 
合 得 更 好 。 正 式 的 统计 检验 会 证 实 这 一 从 图 上 看 出 来 的 结果 。 现 
在 我 们 提出 两 组 生物 机 制 ,每 一 组 都 与 负 二 项 分 布 模型 相 容 。 


3， 生物 学 假设 1】 


成 年 母 蝴蝶 “随机 地 ”光顾 棵 棵 植物 , 产 下 从 处 小 卵 。 由 于 各 村 
物 对 母 蝴 蝶 都 有 同样 的 吸引 力 ,所 以 在 这 个 意义 上 说 ,环境 是 同 质 
的 ,我 们 也 假定 每 一 从 卵 的 个 数 服从 相同 的 概率 分 布 ,而 且 茶 给 定 
处 的 卵 数 与 任何 别 的 从 无 关 , 也 与 卵 的 基数 无 关 ， 特 别 地 ,我 们 作 
了 这 样 的 假定 ,这 就 是 繁 蝴蝶 不 会 因为 看 到 已 经 产 下 的 卵 从 数 而 
感到 精 疲 力 尽 ,也 不 会 因此 而 受到 其 它 影响 。 


数学 模型 I 


我 们 把 “随机 地 ”解释 为 出 现在 每 棵 甘蓝 上 的 卵 从 数 可 足以 由 
Poisson 分 布 加 以 描述 。 作 这 种 选择 的 合理 性 可 以 这 样 来 说 明 : 植 
物 可 看 成 是 大 量 潜在 的 卵 从 点 的 集合 。 假 定 每 个 点 是 否 有 卵 丛 存 
在 与 任何 别 的 点 无 关 。 再 假定 某 点 确 有 卵 处 存在 的 概率 很 小 ,而 且 
不 同 点 的 这 种 概率 都 相同 。 这 样 ,植物 上 的 卵 丛 数 服从 二 项 分 布 ， 
因此 ,是 否 用 卵 丛 填 人 某 点 可 用 相当 于 抛 一 斜 偏 硬 币 的 机 制 来 作 
出 决定 ,这 就 是 随机 地 ”的 意思 。 现 在 可 以 证 明 ( 用 概率 生成 函数 
最 容易 ), 具 有 大 量 “ 试 验 ” 点 ) 的 二 项 分 布 ,只 要 “成 功 ”( 含 有 一 卵 
从 ) 的 概率 很 小 ,就 可 用 Poisson 分 布 高 度 通 近 。 

植物 群 的 同 质 性 是 指 Poisson 分 布 的 参数 4 二 0 对 于 每 棵 杆 
物 都 相同 。 用 符号 来 表示 就 是 


PEN =r] = EX n= 012 
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WO RABE Vg OB DAR SB BR X 服从 对 数 分 布 , 则 X 的 概率 图 数 为 
1 a— py 

Inp x 

其 中 pp 是 参数 ,0 二 p 二 1. 请 注意 一 个 卵 从 至 少 含 有 一 个 卵 。 选 拌 

这 种 分 布 的 原因 可 在 Fisher 等 人 的 论文 L3] 中 找到 。 

RH 表示 每 棵 甘蓝 植物 里 的 卵 数 ,由 独立 性 假设 知道 ,到 是 
随机 个 数目 CN) 的 独立 随机 变量 的 和 , 即 A =X, + Xe + Xy, 
其 中 Xi,Xs，… 是 一 列 独立 的 随机 变量 ,每 一 个 都 服从 对 数 分 布 且 
与 随机 变量 入 相 独 立 。 

我 们 来 计算 H 的 概率 生成 函数 (PGF) ,以 证 明 它 服从 负 二 项 
分 布 。 回 忆 一 下 , 取 值 为 0,1,2,… 的 离散 随机 变量 五 的 PGF 定义 
为 


PLX = r] =— se = 1,2", 


Pat) = Ee"), |t| <1. 
Fp W=X,+X,+e++Xy. PGF 及 条 件 期 望 的 性 质 可 以 证 明 
OG, Ct) = Pr (Oy (tt) ). 
为 了 能 用 上 这 个 结果 ,我 们 先 推导 对 数 分 布 的 PGF gy. 
p(t) = ECt*)= yep[X =x] 


r=] 


1a — p] 
— > - 


~~ InP 
一 iain —10 -PLF a 一 加 | <1, 
其 中 最 后 一 个 等 式 从 自然 对 数 的 级 数 展 开 式 得 到 。 另 外 ,由 于 
服从 参数 为 4 的 Poission 分 布 , 故 其 PGF (对 于 所 有 的 实数 ;) 为 
gls) = bod 
所 以 
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Dy (t) = Py (Pe) = er HD 
= exp (af POP) 1) ape ea = a] <1 
LA k= —A/InpC>O) RAs RABE 
Put) = exp{— kln[1 — +1 — p)] + &lnp} 
一 exp{lnLl — ¿(1 — p) ]~*} -exp{inp*} 
=[1—10 — pp 


P k 
` lia] ,对 于 ADIL 


但 这 是 服从 参数 为 和 的 负 二 项 分 布 之 随机 变量 的 PGF. 根据 
PGF 的 唯一 性 定理 ,H 必 具 有 概率 生成 函数 


pt =ny=(*t #1 


h | otc — p) h = 051,20. 


& J 


2. 7A) FAB AB AE WR OR TT H RGO Fy BE Co?) ,并 证 明 先 前 提出 的 关系 式 
o= ut wk 的 确 成 立 。 


现在 我 们 来 描述 一 组 与 前 面 既 不 相同 又 互相 矛盾 的 生物 假 
设 。 针 对 互 , 我 们 证 明 由 这 组 假设 同样 可 得 到 上 面 的 分 布 。 


4. ”生物 学 假设 1 


与 第 一 个 模型 里 的 假设 相反 ,我 们 假定 卵 并 非 逐 丛 产 出 ,而 是 
在 空间 随机 地 分 布 于 甘蓝 植物 上 。 此 外 ,与 第 一 个 模型 不 一 样 , 假 
定 并 非 所 有 的 植物 对 母 蝴蝶 都 具有 相同 的 吸引 力 , 而 是 因 尺 度 、 条 
件 和 位 置 (例如 ,是 处 于 场地 的 边界 还 是 内 部 ? 是 对 着 太阴 还 是 背 
着 太阳 ?) 的 不 同 而 不 同 ,所 以 卵 的 平均 数目 按照 一 定 的 概率 规律 
AAR T FE > 
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数学 模型 


我 们 把 上 述 假设 解释 如 下 ;对 于 某 给 定 的 植物 , 卵 的 数目 H 
服从 均值 为 4 的 条 件 Poisson 分 布 ,其 中 4 是 该 植物 所 特有 的 。 与 
第 一 个 模型 一 样 ,我 们 会 想到 Poisson 假设 ,但 这 里 针对 的 是 卵 ,不 
ERMA. A 的 值 在 整个 植物 群体 里 变化 ,我 们 假定 其 概率 分 布 可 用 
r 函数 来 表示 。 于 是 ,对 于 给 定 的 4， 条 件 概率 函数 为 





PLH =A= 5 人， A> 0, 
此 a ERER RACIO, 
fA) = Se 1e A>, 


其 中 A>0,k>0 都 是 参数 。 我 们 说 ,只 要 让 上 和 上 变化 ,就 可 产生 
一 类 为 数 繁多 的 分 布 ,从 中 可 以 找 出 一 个 分 布 来 描述 4 在 植物 群 
体 里 的 变化 情况 。 注意 H 是 离散 随机 变量 ,+ 是 连续 随机 变量 . 我 
们 要 找 的 五 的 边际 概率 函数 是 (其 中 4h=0,1,2,…) 


PIH = h]= | PCH = hIAJfCYdA 


— ea" i k= 1 Am 
LS hl ra ° ‘da 





上 Ath) pM DQ 
0 


mPa 
练 习 
3. 验证 下 面 的 等 式 ; 
TT 二 + 
AIP CR) Cp ytt 


pt (A+ k— 1)! 
AVR D! G+ IH 


这 里 我 们 再 次 使 用 记号 TO= aD! 即使 二 不 是 整数 也 如 此 。 继 续 验证 。 
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其 中 我 们 记 O< p= tD. 


因此 ,与 模型 | 一 样 ,H 服从 参数 为 和 p 的 负 二 项 分 布 。 当 
然 , 两 个 模型 里 的 参数 有 不 同 的 解释 。 我 们 断言 ,即使 从 每 棵 植物 
上 观察 到 的 卵 数 与 负 二 项 分 布 高 度 易 合 ,要 判断 这 两 种 机 制 那 一 
种 是 正确 的 (当然 ,有 可 能 两 种 机 制 都 不 正确 ) 仍 需要 更 多 的 信息 ， 
我 们 强调 , 两 个 模型 基于 的 生物 假设 不 仅 不 相同 ,而且 实际 上 还 互 
相 元 盾 .然而 ,在 缺乏 其 它 信息 的 情况 下 ,我 们 仍 可 以 作 一 些 预言 ， 
比如 针对 每 棵 植物 上 卵 的 平均 数 CE( 瑟 ) 二 (1 一 p)p), 进 而 预测 
未 来 贿 蝶 群 体 的 规模 。 这 种 预言 对 于 控制 决策 可 能 具有 一 定 的 意 
义 ， 因 而 可 能 带 来 巨大 的 经 济 效益 。 

针对 好 奇 的 读者 ,我 们 再 作 点 注解 。 对 于 这 种 特定 的 群体 ,有 
人 已 在 网 房 里 作 实 验 , 观 察 母 蝴蝶 的 行为 细节 。 结 果 发 现 ,处 于 周 
界 和 离 光源 较 近 的 植物 较为 有 利 ,但 在 均匀 光线 的 情况 下 ,蝴蝶 随 
机 地 (服从 Poisson 分 布 ) 光 顾 处 于 内 部 的 植物 ,他 们 对 模型 7 中 的 
独立 性 假设 也 作 了 检验 ,发 现 这 一 假设 还 是 站 得 住 脚 的 。 因 此 , 目 
前 都 认为 模型 7 最 恰到好处 地 描述 了 生物 机 制 ， 有 关 的 细节 请 看 
Kobayashi 的 [5 ]. 

还 可 以 提出 大 量 其 它 类 型 貌似 有 理 的 假设 ,其 中 有 些 可 导出 
负 二 项 分 布 。 这 里 只 箱 要 地 再 描述 一 个 ,而 把 其 中 的 数学 细节 和 留 给 


5. ”生物 学 假设 下 


每 棵 甘蓝 植物 都 有 4 个 可 供 产 卵 的 "场所 ”。 母 蝴蝶 数目 繁多 ， 
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使 得 每 棵 甘蓝 上 的 每 个 场所 都 有 蝴蝶 光顾 ,而 且 母 蝴蝶 在 每 个 场 
所 都 产 下 一 定数 量 ( 可 能 是 0) 的 卵 。 另外 ,每 个 场所 恰好 只 被 光顾 
一 次 。 ， 

繁殖 机 制 是 这 样 的 :有 时 要 产 下 “次 品 " 卵 ,这 种 情况 出 现 的 概 


RA p CIII FERREX. 位 于 一 给 定 场所 的 母 蝴蝶 一 个 


| 一 个 地 产 卵 ， ;直到 产 下 次 品 卵 为 止 。 
”数学 模型 1 


FAY; 表示 产 在 第 i 个 场所 的 非 次 品 卵 数 。 BBA YysYoor ,YY 
是 独立 的 随机 变量 ， 具有 相同 的 概率 消 数 ,而 且 每 棵 甘蓝 上 的 非 次 
na RCN H= Yi HY te tYe 


4 J 


4. 推导 Y Yoe ,Yi 公共 的 概率 函数 及 其 概率 生成 函数 。 由 此 再 导出 1 的 概率 
生成 函数 ,进而 导出 的 概率 函数 。 再 把 这 些 结果 与 模型 1 和 工作 比较 。 


6. 作 进 一 步 研究 的 若干 建议 


对 于 最 终 会 导出 负 二 项 分 布 的 生物 群体 尺度 ,还 有 几 种 建立 
数学 模型 的 方法 。 我 们 所 考虑 的 模型 都 是 空间 型 的 ,描述 的 是 每 单 
位 区 域 ( 例 如 每 棵 甘蓝 植物 ) 上 的 个 体 数目 。 其 它 模型 均 属 于 时 间 
型 的 ,允许 有 出 生 、 死 亡 和 移 栖 之 类 的 现象 ,所 描述 的 是 过 程 开 始 
之 后 在 某 给 定时 刻 的 个 体 数 。 所 需 的 数学 技巧 比 这 里 要 稍微 高 深 
一 点 ,对 这 方面 有 兴趣 的 读者 可 参考 Bailey 的 [1 ,那里 有 概率 论 
中 这 一 邻 域 ( 称 为 随机 过 程 ) 的 人 门 性 介绍 。 我 们 注意 到 ,至 少 存在 
三 种 过 程 ,虽然 它们 都 不 易于 用 到 甘蓝 蝴蝶 的 生物 学 上 来 ,但 都 导 

出 妃 人 服从 负 一 项 分 布 , 其 中 瑟 @0 是 在 时 刻 上 出现 的 个 体 数 。 
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(1)“ 纯 出 生 过 程 ”"(Bailey[1],84 一 87 TD). (REA k 个 独立 繁 
殖 的 个 体 ,每 一 个 体 在 小 时 间 间 隔 (t,t 十 1) 里 产 出 一 个 后 代 ( 或 
分 成 两 个 新 个 体 ) 的 概率 近似 于 4X4i, 记 这 个 个 体 在 时 刻 t 的 后 
RERO HO. 再 假定 新 的 后 代 按 照 同 样 的 繁殖 行为 进行 繁殖 ， 
BA HORAE k A p 三 p(t) 二 e “的 负 二 项 分 布 。 

(2)“Polya 过 程 ”(Bailey[1],107 一 116 页 )。 如 果 人 允许 如 下 所 
述 的 随机 移 栖 和 随机 生产 出 现 , 则 所 得 过 程 就 称 为 Polya WE. A 
体 地 说 ,假定 移入 个 体 在 小 时 间 间 隔 Q,t 十 4A) 内 到 达 的 概率 近似 
于 4(1 十 Ap4)~Az, 假 定 现 存 个体 在 这 个 间隔 里 产 出 后 代 的 概率 为 
Ape] + Aut) 4 再 假定 诸 个 体 的 生产 和 移 栖 都 是 独立 的 ,那么 在 
时 刻 t 出 现 的 个 体 数 服 从 参数 为 k= 二 1/x M p= p= (14 Ant) 
”的 负 二 项 分 布 .注意 我 们 开始 时 没有 个 体 ,而 且 假定 环境 在 不 断 降 
级 ,致使 移 楚 和 生产 的 概率 都 随时 间 的 流逝 而 降低 。 

《3) 线性 生产 、 死 亡 和 移 栖 过 程 ”(Baileyt1],99 一 101 R). 
we EAR AP ROA SS FFG Eht Be + Ot) ATIE 
到 达 的 概率 、 现 存 个 体 产 出 一 个 后 代 的 概率 以 及 现存 个 体 死 亡 的 
概率 分 别 接近 于 vAr Ar 和 phi, 那 么 在 时 刻 t 出 现 的 个 体 数 已 
《ti 服从 参数 为 有 三 uv 和 p=p GQ) = A wh) / Ae — WHAT 
项 分 布 。 


附录 :概率 生成 函数 


我 们 假定 读者 已 经 熟悉 离散 和 连续 随机 变量 的 基本 性 质 、 其 
联合 分 布 .条 件 概率 (密度 ) 函数 和 期 亲 。 这 里 的 记号 是 自 成 体系 
的 。 我 们 引入 一 组 工具 ,它们 对 于 计算 分 布 的 各 阶 和 矩 ` 对 于 求 随机 
变量 之 丽 数 的 分 布 都 很 有 用 。 

定义 设 X 为 离散 随机 变量 , 取 值 为 0,1,2,3,…, 概 率 函数 
Kf x(a) =p(X=2]. 对 于 实数 + 设 
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D) = Et’. 

BBA (BLU RF 1 <1 都 是 存在 的 )Bx 称 为 X 的 概率 生成 函 
数 (PGF) ,也 称 为 X 的 阶乘 矩 生成 函数 。 

注意 ,一 种 相对 应 的 理论 , 即 矩 生成 函数 理论 , 既 适 合 于 离散 
随机 变量 ,又 适合 于 连续 随机 变量 。 大 多 数 具 有 同等 水 平 的 概率 论 
教科 书 都 研究 这 一 理论 。 

记 

Bx) = EX = Dit fy(z) 


r= 


= fx(0) 十 tfx(1) + Of x (2) +o + Sk) + o 
我 们 看 到 Ox(O=fx(0) =P[X=0], m SxCQ)=1. AF 


Zot) = P = FA) + Af) + 3f) 


十 … ba (A) 十 … 
所 以 Bx(0)=fx(1)=PLX=1], 且 
D xD= fx) + 2fxC2) + 3fx(3) Foe HRC) 十 … 


oo 


= Siafy(z) = EX, 


同样 ,由 于 

Dy) = 26 1fx(2) +3 ° Af) + 4+ 30°F H oo 

+ kk — 1)t Sy (RA) +, 

所 以 ©"x (0) =2f~(2)=2PLX =2], 8", 1) =EX(X—-1). 再 重复 
求 导数 ,我 们 看 到 对 于 =1,2,… Or ORF t AY k ABCA UE 
的 性 质 ; | 

定理 41 如 果 蕊 是 离散 随机 变量 , 其 概率 生成 函数 为 Dx 
(中) , 则 对 于 二 1 ,2,… 


P(t) 
k! 


` 











= PLX =k], 


i= 
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H 
PPO) = ELXCX — D(X — 2) (X — k + 1). 
AIE Px ERT BERRA eR. EXXX 2e (XR 
HDKA X ASE kN C 
BAL BX IRMA An, p) X APGE A . 


0) = Et* = Selz) era — pyr, 
r= | o i 
S n ayar 
= X7) en 《1 一 $) 
= (1 — p Htp), 


最 后 一 个 等 式 由 二 项 式 定理 得 到 。 注 意 到 | 
Bx(0) = G — p= P[X =0] 
ÖA) = Q — p+ py" = 1. 
FRR. Oy) =npC— pt pt)", FR | 
® (0) = np — py = PEX = 1] | 
P) = np = EX. 
BBG DO =n(n—1) PA pt pe)? i 
D'CO) = n(n — DPO — p)? = 21P[X = 2] 
D1) = n(n — 1) p? = EX lz — dD. 
var(X)= E(X’) — (EX)? . 
© = EX(X — 1) + EX — (EX)? 
= n(n — 1)p? + np — (np)? 
= np — p) >» 
通过 类 似 的 计算 可 以 证 明 


PPO = z| Ee — pr 


n 
x 





DLP) -一 a” pk 一 1 ,2 …… 5%. 


练 习 
AL. 设 随机 变量 Y 服从 参数 为 4 的 Poisson 分 布 , 求 它 的 概率 生成 函数 。 利 用 定理 
AL 求 出 Y W k DE. 


定理 42 设 X 是 随机 变量 ,其 中 PGF 为 Bx. Mad HK 
数 ,定义 随机 变量 Y= 二 a 二 5, 则 Y BY PGF W Oy @) = P'S Ce"). 

WEAR DrD = EO) HEU) HP EL) =O). [| 

定理 A3 设 X 和 Y 是 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,其 中 PGF 
分 别 为 Bx 和 By, 则 其 和 的 PGF 为 Oxy y(t) = Oy (4) Oy Ce). 
练 习 

A2. 证 明定 理 A3. 

Hit XX. X, 是 独立 的 随机 变量 ,其 PGF 分 别 为 

D,,2,, “HD, 则 和 S= X, +X, t'e +X, 的 PGF 为 PC) = 


Theo. 
a y 


A3. 证 明 X; 的 公共 PGF 为 Bet) — hay Paa <1. 


A> Z=X,+X,++ +X, Mi] Z AY PGF 为 
k p k 
g | | — eo | a oo 
ae L Pa, = [2%] = F — td 一 万 ] 


由 PGF 表 或 直接 计算 可 以 证 明 , 这 是 参数 为 《和 之 的 负 二 项 分 布 
随机 变量 的 PGF. 我 们 能 不 能 得 出 结论 说 2 服从 这 个 分 布 呢 ? 是 
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的 ,但 要 证 明 这 件 事 , 我 们 需要 “唯一 性 定理 ”, 它 说 的 是 PGF 与 概 
率 光 数 之 间 存 在 一 一 对 应 。 下 面 就 是 这 么 一 个 定理 。 
定理 A4 设 X 和 Y 是 随机 变量 , 取 值 为 0,1,2,…, 其 PGF 
分 别 为 Bx 和 By. 如 果 对 所 有 的 tl 硅 1, 有 Bx C2) 二 By (2), 则 相应 
的 概率 函数 相同 , 即 PLX =k J=PLY=hJ,k=0,1,2,°>. 
WEAR 证 明 要 求 对 寡 级 数 展开 比较 熟悉 ,可 由 这 种 级 数 的 唯 
一 性 定理 直接 得 到 ， 口 
定理 45 设 X,X,,… 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,其 公 
共 的 PGF 为 Bx (1), MIN 为 一 取 正 整数 值 的 随机 变量 , 它 与 X， 
互相 独立 ,其 PGF 为 yG). 则 随机 和 和 Z=X +X t +Xy 的 
PGF Wy O27 (1) = Oy (Oy (t)). 
证 明 根据 条 件 期 望 的 性 质 , 我 们 有 
Bs) = Fe: = ELE (et ey NYT. 
FRAN 与 X; 的 独立 性 ， 
= BTEC) |N)EG?|N)EC*s|N) | 
= BLE) EC) Ea]. 
由 于 诸 X 独立 同 分 布 , 其 PGF A Bx, 故 
= E ra) ra) Bra] 
根据 N 的 PGF 的 定义 ,并 在 Sx) SERRE 44 
= Ea)“ 
= Py (Py(t)) 


S 习 


44. 假定 产 在 溪 底 单位 区 域 上 的 鱼 卵 数 N 服从 参数 为 和 的 Poisson 分 布 。 再 假定 
所 产 之 卵 以 概率 独立 地 钥 化 。 定 义 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 Xi X20 
其 中 P(Xi=1)==1 一 PCXi 一 0) 二 p. 那么 溪 底 每 单位 区 域 上 出 现 的 铸 化 总 次 
数 是 随机 和 2 二 Xi 十 Xz 十 … 十 Xnw， 利用 定理 AS 和 定理 A 导出 2 YY PGP, 
并 求 出 它 的 概率 函数 。 





44] 


后 我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 定理 ,再 举 一 个 例子 说 明 它 的 

vy Fo 

定理 AGGERE) it XX,X,,… 为 一 列 随机 变量 , 取 值 
为 0,1,2,… ,其 PGF 分 别 为 Dx ,Bx ，… ,概率 孙 数 分 别 为 Íx» 
fr 又 设 X 是 一 随机 变量 ,其 中 PGF 为 gx ,概率 函数 为 fx， 
则 limy7x(z) 一 产 (z) 对 所 有 的 一 0,1,2,… 都 成 立 当 且 仅 当 对 一 
Ylel<i, 

lim, t = y(t). 

例 A3. 对 每 个 正 整数 "一 1,2,…… 设 和 服从 参数 为 和 卢 的 二 项 
分 布 ; 则 由 例 AL, X,, AY PGF 为 Dy (t) = (q+ pt)’, HH g=1- p. 
我 们 记 A= EX. 一 np, 并 问 当 nx 一 0o，p 一 0, 且 4 保持 为 常数 时 ,X， 
.的 极限 分 布 是 什么 。 事 实 上 ， 


PD = at= | 1 一 他 二 人 =|1+ 
由 此 得 


A(t — J)\" 


n 


Att—1) 


lime) = fim [1 + 
这 是 某 随 机 变量 的 PGF , 它 服从 参数 为 4 的 Poisson 分 布 。 因 而 由 
连续 性 定理 我 们 得 到 ， 
这 里 取 航 限 的 条 件 是 4 二 np WERE. Alt MPFR n 和 小 p RR 
们 可 以 用 一 一 ~ Tapy 2 来 近似 | ” pp 


* 3 


D)" 


= e 





项 分 布 ， PCF Hon (= Ceca a}: ic A= kq, ,并 在 POIA REA 
F q RRE k- tooni HR RR JER AS -一样 地 利用 连续 性 定理 。 
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E g 


trap CAED ua 
l. PIH =h) = KTC) pt(1 py, 
一 APE DPA tk Diy pia _ 
7 hh — DIr) PCL — AA Ph = 1.2, 
o htk- pihit we 
= EO GPa 
= ED ppH=h— .he O12 


又 PCH 一 0) 一 扩 , 所 以 这 些 概率 可 递归 地 进行 计算 .对 于 p 一 0.47,k 一 1, 我 们 
有 P(t(H=0)==0.47, 于 是 150P(H=0)=70. 50. 

Sob IF A=1,2,°°,. 47 PCH =h = ((A41—1)/A] 0.47) PCH =h 
1)=0.53P(H=h—-1). Bl, PC H=1)=0. 53P(H=0)= (0, 53)(0. 47), P(H= 
2) = (0. 53)?(0. 47) ,如 此 等 等 。 每 一 概率 乘 以 150 就 得 到 所 预测 的 频率 ,列表 
如 下 。 显然 ,这 与 观察 到 的 数据 高 度 吻 合 。 MRA A eH HET RAH 





合 程度 尚 可 略 加 改善 。 
ho 观察 到 的 频率 预测 到 的 频率 
0 70 70. 50 
l 38 37. 37 
2 17 19. 80 
3 10 10. 50 
4 9 5. 56 
5 3 2.95 
6 2 1.56 
7 1 0. 83 
8+ 0 0. 93 
总 数 150 150,000 


二 p 4 
2. Put) = 上 =F —> | 
= p ti p11 — p) 
PHO = el; 一 区 1 一 5] fi —70 — pe 


_ 4a 一 pry p J” 
Ê l= fl — p) 7 


p= EH = Oy) = aze, 





ian) 


= 


p" (o = UPEN È | pI D 
HAO r i taip] G-a 


十 1) 一 onl p | 
p? 1— tl — p) 


p 
— py2 ` 
EH? — EH = EH(H — 1) = $4 (1) = itupe 


o = var H = EH? — (EH)? 
== EHIH ~ 1) + EH ~ (EH)? 
` kk 十 DA — p)? + kO- p) _ [a 一 2 j 
pP f | pb 
_ kl 一 py? 
= 一 
= pl fk + p 


kl — p) 
+ f 
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. 至 少 有 两 种 方法 可 用 于 估计 积分 | Ateoa Mi. 首先 ,该 积分 (除了 
一 个 常数 因子 之 外 ) 是 参数 为 xc 十 1 AAH AY DAG AY LE Me EER N 
子 是 为 了 让 密度 函数 的 积分 为 1, 所 以 常数 应 取 为 Ce 十 D)*+4T(A 十 如 ,因此 其 


倒数 刚好 就 是 所 求 积分 的 值 。 另 一 种 推导 方法 是 和 通 过 变量 代 换 = 一 XA 二 1)，dA 


=dz/(#+1) FI. 


所 的 非 次 品 卵 个 数 , 则 
PUY = p= PO y PEMA PPh Kal 
= (1 一 加 ?py = 051,24". 
所 以 由 几何 级 数 和 式 表 达 式 得 Y EAE: 


Oy) = EY = PA — pp = pa PP 


yd yd 


ee ta i<h 
现 由 H=Y,+Yoteor+Ya, H. Yi Y2’ Y: aT EH, A 
Pu = Et = EY tY t +Y) 
= (E21) (EY) (EPD 
= [ya] 


È k 
= [r] 


这 是 参数 为 上 和 户 的 负 二 项 分 布 的 PGF. 


.所 给 生物 假设 表明 产 孵 过 程 是 作为 一 列 独立 (Bernouli) 试验 来 进行 的 ,每 次 试 
验 产 出 次 品 卵 (“成功”) 的 概率 为 p00 二 p<1). 因此 ,如 果 Y 是 产 在 某 特定 声 


这 一 结果 与 模型 1 和 模型 I 的 结果 相同 ,于 是 我 们 又 建立 了 另 一 种 与 实验 数据 
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相 容 的 机 制 。 
Al. e74ay 


y) 





Py (= EY = Dp 


y= 


= e J (MD)7A31 


了 
= eie* 


= ght), 


Hy OP Cr) = ate, RN ke PBT EYY Y 一 十 1) = OP (1) 


= Jt, 
A2. 根据 独立 性 ， 
Py y= EGX+Y) 
= Ete") 
= (EX) CE’) 
= x Py) 
A3. P= EX = Drp — p) 
r=0 


= p>) Ua- PF 
r=0 


1 
=P zay jei— p) <k. 


最 后 一 个 等 式 是 根据 几何 级 数 和 的 表达 式 得 到 的 。 
A$. 07) = Oy Ox (1) JER PND =e Oy) = Dy oP(X=7)= PX 
0) 十 IPPCX=1)=9 十 在 ,这 里 4 一 1 一 户 因 此 


Pr) = elatrond]) = elete] 一 ep, 


所 以 Z WEBB Ap 的 Poisson 分 布 。 


o | k _ k 
A5. Px (1) = (4 | a ak) l 
ý 《1 一 ae 
因而 
lim Px, (7) = <j 一 git), 
qo 


4 一 国定 不 变 ， 
所 以 对 于 大 和 小 gq( 大 0) ,我 们 可 以 用 参数 为 AkO — phy Poisson 4) 4 
数 近似 参数 为 上 和 立 的 负 二 项 概率 分 布 函数 。 


参 


= 


(13 


[2] 


[3] 


[4] 


[5] 


Le] 
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QZ 师 参考 


目的 ”本 章 可 用 于 继 征 积 分 之 后 概率 论 的 第 一 门 课 。 目 的 是 
说 明 条 件 期 望 .概率 生成 函数 以 及 其 它 工具 在 现实 生物 环境 中 的 
应 用 ,同时 强调 数学 建 模 中 的 归纳 成 分 。 

预备 知识 “一 年 的 微 积分 以 及 随机 变量 .概率 分 布 、 数 学 期 户 
等 基本 概念 。 

时 间 “如 用 作 讲 课 材 料 , 应 用 问题 可 在 一 两 个 小 间 里 讲 完 。 如 
果 学 生 以 前 学 过 离散 和 连续 随机 变量 的 基本 性 质 、 其 联合 分 布 ,条 
件 分 布 . 边 际 分 布 以 及 数学 期 望 等 内 容 ,那么 所 需 的 概率 论 知 识 
(这 里 作为 附录 给 出 可 再 用 一 两 小 时 把 它 讲 完 。 练 习 可 穿插 在 课 
文 里 ,答案 再 另外 提供 。 > 
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注 这 一 章 可 与 学 了 一 年 微 积分 之 后 的 概率 论 人 门 课 相 衡 
接 , 分 为 两 部 分 ,每 一 部 分 都 可 让 学 生 去 自学 。 课 文中 练习 的 答案 
可 另外 提供 ， 

第 一 部 分 是 附录 , 它 概要 论述 有 关 概 率 生 成 函数 的 标准 结果 ， 
包括 例子 和 练习 , 既 可 用 作 课 堂 内 容 的 补充 材料 ,也 可 用 作 课 堂 内 
容 的 基础 知识 。 

为 一 部 分 是 生物 应 用 ,这 要 求学 生 懂 得 附录 里 的 技术 材料 ,但 
又 不 必 完 全 依赖 于 附录 来 学 习 这 部 分 内 容 。 因 此 ,如 果 附 录 的 内 容 
以 前 已 经 学 过 ,那么 应 用 方面 的 内 容 就 可 以 分 开 来 讲 . 应 用 的 目的 
是 多 方面 的 。 它 既 说 明 概率 论 基本 工具 的 应 用 。 提 供 一 个 现实 的 
生物 环境 来 说 明 数 学 的 用 处 ,又 点 出 了 数学 建 模 的 一 个 重要 问题 ， 
这 就 是 ,数学 模型 与 看 到 的 现象 的 高 度 吻合 并 不 能 保证 生物 学 (或 
其 它 ) 模 型 前 提 的 正确 性 。 
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